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HAM Bñ LUITIB GIÁC УЙ PHUONG TRANH LUQNG GC 


HAM SỐ LUNG GIÁC ҮЙ 
Chương Ё PHUONG TRANH LUQNG GIÁC 


Tiếp tục phán giá trị lượng giác và các công thúc lượng giác được hoc trong chương cuối 
của Đại số 10, chương này cung cấp kiến thức về hàm số lượng giác và cách giải phương 
trình lượng giác . О đây chỉ yêu cầu giải thành thạo các phương trình cơ bản và những 
phương trình bậc nhất và bậc hai đối với một hàm số lượng giác. 

Khác với những hàm số đã биде học trước đây, các hàm số y= sin x,y=cœ~ y=tanx 
và y=cotxlà những hàm số tuần hoàn. Сас hàm số này gặp nhiều trong các môn khoa 
học ứng dụng (Vật lí, Hoá học, ..) 


57 НАМ SÓ LƯỢNG GIÁC 


I- ĐỊNH NGHĨA 


Trước hết, ta nhắc lại bảng các giá trị lượng giác của các cung đặc biệt. 


Cung 
Giá tà 0 т т л т 
iá tri 2 
luong giác 6 4 3 2 
1 2 

Sin x 0 = x2 КЕ 1 

2 2 2 

1 
Cos x 1 КЕ № = 0 

2 2 2 
tanx 0 s 1 xã | 
сох Мз 1 28 0 


1 

а) Sử dụng máy tính bỏ túi, hãy tính sin x, cos x với x là các số sau : 
тт Е 
—;—;1,5;2;3,1; 4,25 ; 5. 
6 4 


b) Trên đường tròn lượng giác, với điểm gốc А, hãy xác định các điểm M mà số đo của 

cung АМ bàng x (rad) tương ứng đã cho ở trên và xác dinh sin x, cos x (lấy т.ғ 3,14). 
1. Hàm số sin và hàm số côsin 

a) Hàm só sin 

б lớp 10 ta đã biết, có thể đặt tương ứng mỗi số thực x với một điểm М duy 


N > 
nhất trên đường tròn lượng giác mà só đo của cung ÁM bằng x (rad) 
(h.1a). Điểm M có tung độ hoàn toàn xác định, đó chính là giá tri sin x. 


Biểu diễn giá trị của x trên trục hoành và giá trị của sinx trên trục tung, ta được 


Hình Ib. 


а) b) 
Hinh 1 


Quy tắc đặt tương ứng mỗi só thuc x với só thực sinx 
sn: Е > Е 
хк у-віпх 
được gọi là hàm só sin, kí hiệu là у = sin x. 
Тар xác định của hàm số sin là R. 
b) Hàm số côsin 


4 y4 


совх|-------- 


N. TT 
`" 


а) b) 
Hinh 2 


Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thuc x với số thuc cos x 
cos: R > R 
X > у= cosx 
được gọi là hàm số cỏsin, kí hiệu là у = cosx (h.2). 


Тар xác định của hàm số côsinlà Е. 


А 


2. Нат së tang уа hàm së cótang 


a) Hàm só tang 


Наш só fang là hàm số được xác định bởi công thức 


sinx 


(cosx # 0), 
cosx 


kí hiệu là y = tan x. 
Уі cos x = 0 khi và chỉ khi x = u + Кт (ke Z) nên tập xác định của hàm 


số у = tanx là 


р= вред) 


b) Hàm só cótang 


Hàm só cótang là hàm só duoc xác dinh bói cóng thúc 


cosx 


- (sinx #0), 
sinx 


kí hiéu là y = cot x. 


Vì sinx z 0 khi và chỉ khi x # kn (k € 2) nên tập xác định của hàm só 
у = cotx là 


р= В\ т, ке Z}. 


А 2 
Hãy so sánh сас giá їі sinx và sin (—х), cos х và сов(-х). 
NHÁN XÉT 
Hàm só y = sin x là hàm số lẻ, hàm só у = cos x là hàm só chan, 


từ dó suy ra các hàm số у= tanx và у= cotx đều là những hàm số lẻ. 


п - TÍNH TUẦN HOÀN СОА НАМ SỐ LƯỢNG GIÁC 


А 3 
Тіт những só T sao cho fix + Т) = f(x) với moi x thuộc tập xác định của các hàm số sau : 
а) fx) = sinx ; b) f(x) = tanx. 


Người ta chứng minh được rằng Т = 27m là số dương nhỏ nhất thoả mãn 
đăng thức 

sin(x + T) = sinx, Vx € R (xem Bài đọc thêm). 
Hàm số y = sin x thoả mãn đẳng thức trên được gọi là hàm số Ішіп hoàn với 
chu kì 2T. 
Tương tự, hàm số у = cosx là hàm số tuần hoàn với chu kì 2л. 
Các hàm số у = tan x và у = cot x cũng là những hàm số tuần hoàn, với chu Кїл. 


Ш - SỰ BIẾN THIÊN УА ĐỒ THỊ СОА НАМ SỐ ООМО GIÁC 
1. Hàm số y=sinx 

Ти định nghĩa ta thấy hầm số y = sinx : 

e Xác định với тоіх є R уа –1 <sinx < 1 ; 

• Là hàm số lẻ ; 

* Là hàm số tuần hoàn với chu kì 2m. 

Sau đây, ta sẽ khảo sát sự biến thiên của hàm số y = sinx. 


а) Sự biến thiên và đồ thị hàm số у = sinx trên đoạn [0 ; 1) 


š Р É 
Xét các số thuc хі, xạ, trong đó 0 < ху < x < T Đặt x3 = n- х), X4 =T- XI. 


Biểu diễn chúng trên đường tròn lượng giác và xét sin x; tương ứng (7 = 1, 2, 3, 4) 


Ніпһ3 


Trên Hình 3 ta thấy, với хі, хә tuỳ ý thuộc đoạn [о ; z] và vị < хуй sin x; < sin Хә. 


“аё " т 8 : ; 
Khi dó xs, х4 thuộc đoạn B ; Д và хз < x4 nhưng sinxs > іп хі. 


š š ы тл|. РОГИ ік 
Vậy hàm só у = ѕіпх đồng biến trên [о š z] và nghich bién trên Б £ "| А 


Bảng biến thiên : 


1 
y=sinx енен" ба 
и 0 0 


Dó thị của hàm số у= sin х trên đoạn [0 ; л] đi qua các điểm (0; 0), (ху; зїпхү), 


т А z 
(ху; Sinxo2), Б Н J „(хз ; sinx3), (ха; sinx4), (7 ; 0) (h.3b). 
CHÚ Y 
Vì у = sin х là hàm số lẻ nên lấy đối xứng đồ thị hàm số trên 
đoạn [0; л] qua gốc toa độ О, ta được đồ thị hàm số trên đoạn 
[a ; 0]. 
Đồ thị hàm só y = sin х trên đoạn |-л; л] được biểu diễn trên 
Hình 4. 


Hình 4 


b) Dó thị hàm số у= ѕіп х trên R 

Hàm số y = sinx là hàm số tuần hoàn chu kì 2л nên với mọi x е R ta có 
sin(x + k2n) = sinx, Ке Z. 

Do đó, muốn có đồ thị hàm số у = sin x trên toàn bộ tập xác định R, ta tịnh 

tiến liên tiếp đồ thị hàm số trên đoạn [~n ; л] theo các vectơ v = (27; 0) 

và —У = (2n ; 0), nghĩa là tịnh tiến song song với trục hoành từng đoạn 


có độ dài 2m. 


Hình 5 dưới đây là đồ thị hàm số у = sinx trên В. 


Hình 5 


с) Tập giá trị của hàm số y = sỉn x 
Từ đồ thị ta thấy tập hợp mọi giá trị của hàm số y=sinx là đoạn |-1; 11. 
Та nói ráp giá ігі của hàm số này là |-1; 1]. 


Hàm số у = соѕх 


Тү định nghĩa ta thấy hàm só у = cosx : 

• Xác định với moix є R уй-1 <cosx < 1 ; 
+ Là hàm số chẩn ; 

* Là hàm số tuần hoàn với chu kì 2л. 


Với mọi x € R ta có đẳng thức 


š т 
sin(x + m) = cosx. 
2 


5 күкүгү ë š = т 
Ти đó, bàng cách tịnh tiến đồ thị hàm só y = sin x theo vecto u = z H o) 


(sang trái môt dogn có dë dài bàng > song song với true hoành), ta được đồ 


thị của hàm số у = cos x (һ.б). 


Ті dó thị của hàm só у = cos x trên Hình 6, ta suy га: 


Наш só 


cos x đồng biến trên đoạn [—z ; 0] và nghịch biến trên đoạn [0 ; л]. 
Bảng biến thiên : 


x = 0 т 


у= соѕх кеш s=. 


Тар giá trị của hàm số у = cosx là [—1 ; 1]. 


Đồ thị của các hàm số у= cosx, у= sinx được gọi chung là các đường hinh sin. 
Hàm số у = tanx 

Tù định nghĩa ta thấy hàm số y = tanx : 

“ Có tập xác định là D = ANH е 2) 4 


* Là hàm số lẻ ; 


* Là hàm số tuần hoàn với chu Кіл. 


Vì vậy, để xét sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y= tan x, ta chỉ cần xét sự 


biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số này trên nửa khoäng|0 š z) ‚ sau đó lấy đối 


xứng qua gốc toạ độ Ó, ta được đồ thị hàm số trên khoảng, ( 
Cuối cùng, do tính tuần hoàn với chu Кіл пеп đồ thị hàm số y = tanx trên D 


thu được từ đồ thị hàm số trên khoảng, (- Ы { z) bằng cách tịnh tiến song 


song với trục hoành từng đoạn có độ dài băng л. 


" ý " > 2 x 
a) Sự biến thiên và dó thi hàm só у = tanx trên nửa khoảng |0 ; z) 
z д е; + т су 
Từ biểu dién hình học của tan x (h.7a), với хі, xạ е Б Ë z). AM) = хі, 


су = = 
АМ) = ху, ATI= tanxi, AT2 = tan», ta thấy : 


XI <*¿ —tanxi < tanxv;. 


А А > А а 2 ме. ы 5 А x 
Điều đó chứng tỏ rang, hàm só y = їапх đồng biến trên nửa khoảng, [ H z) x 


Hinh 7 


Bảng biến thiên : 


міз 


"` ағы +оо 
y=tanx = ш 1 
0 


бе айрыба ¬- % т қ 
Để vẽ đồ thị hàm só у = tanx trên nửa khoảng [о а) ta làm như sau : 


Tính giá trị của hàm số y = tan x tại một số điểm đặc biệt như x = 0, х = з 
xe = 2 = =. ... rồi xác định các điểm (0 ; tan 0), Б 3 nể), (та až), 
4 3 6 6 4 


(= ; ¬ , ... Ta có bằng sau : 
3" 8 


0 л 
x = 
3 


la 


y= tany 0 


Фе сіз 


! | 5 


КӨТЕР М p 2 Hi ` ë 22 ` 
Đồ thị hàm số y = tan x trên nửa khoảng [ ; z) đi qua các điểm tim được. 


H 


Nhận xét rằng khi x càng gần p thì đồ thị hàm só у = tanx càng gần 


đường thẳng x = = (h.7b). 
2 уі 

b) Đồ thi hàm số у= tan x trên D 

Vì y= tanx là hàm số lẻ nên đồ thị hàm 

số có tâm đối xứng là gốc toạ độ О. 

Lấy đối xứng qua tâm О đồ thị hàm số 


к? 


В Е т 
у = tanx trên nửa khoảng [о ў z) ‚1а 


юа 


được đồ thị hàm số trên nửa khoảng 


«эЛ бу. 
2 


Ти đó, ta được đồ thị hàm só y = tan x trên 


о 


khoảng (z š 5), Ta thấy trên khoảng Hình 8 
này, hàm số y = tanx đồng biến (h.8). 


Vì hàm số у = tanx tuần hoàn với chu kì л nên tịnh tiến đồ thị hàm số trên 


š тл РА ¬ Z AA дй 
khoáng Є А 3) song song với trục hoành từng đoạn có độ dài т, ta được 


đồ thị hàm số у = tanx trên D (h.9). 


' ' y4 1 ' 
i і i ' 
' i i i 
! ' ' ' 
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! ' ' ' 
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Hinh 9 
* Tập giá trị của hàm só у = tanx là khoảng (—œ ; +). 


Hàm số у = cot x 


Ти định nghĩa ta thấy hàm số у= cot x : 
+ Có tập xác định là D= R \ т, е 2); 
* Là hàm số lẻ ; 


* Là hàm số tuần hoàn với chu Кіл. 


Sau đây, ta xét sự biến thiên và đồ thị của hàm số у = cotx trên khoảng (0; т), 


rồi từ đó suy ra đồ thị của hàm số trên D. 


а) Sự biến thiên và đồ thị hàm số y = cot x trên khoảng (0 ; п) 


Với hai số х và ху sao cho 0 < x/ < xạ < T, ta có 0 < x) — ху < п. Do đó 


г 222 COSX| COSX2 
сой — соїху = ет зи си 
sinx sinx) 


_ Sin Хр Cos x| — COS X) Sin x| 


sinx sin x2 


_ sin(x = Ху) ` 


- - 0 
Sinxị біп Хә 


hay cotx| > cot x2. 


Bảng biến thiên : 


у= cotx “М. 


Hình 10 biểu diễn đồ thị hàm só у = сох 
trên khoảng (0 ; п). 


Vậy hàm số у = cotx nghịch biến trên khoảng (0 ; m). 


Hình 10 


b) Dó thị của hàm só у= cot r trên D 


Đồ thị hàm só y = соїх trên D được biểu diễn trên Hình 11. 
уа 
' ' ' 
i ' ' 
' ' ' 
i ' ' 
i i ' 
' ' ' 
' ' ' 
' ' ' 
i ' ' 
i ' ' 
i ' ' 
1 1 1 
+ + - 
' -r о т 1л Зл 2! х 
i 2 2 ' ' 
1 © 1 2 1 
i ' ' 
i ' ' 
i ' ' 
i ' ' 
' ' ' 
' ' ' 
i i ' 
Hinh 11 


* Tập giá trị của hàm só у = cotx là khoảng (—% ; +оо). 


BÀI ĐỌC THÊM 


HÀM SỐ TUẦN HOÀN 


1- ĐỊNH NGHĨA VÀ VÍ DỤ 

1. Định nghĩa 
Hàm số y = Хх) có tập xác định D được gọi là hàm số tuần hoàn, 
nếu tồn tại một số Т = 0 sao cho với mọi x € D ta сб: 
a)x-TeDvàx+TeD; 
b) Ах + T) = Дх). 
Số Т dương nhỏ nhất thoả mãn các tính chất trên được gọi là chu Кі 
của hàm số tuần hoàn đó. 

2. Ví dụ 


Ví dụ 1. Hàm số hằng Хх) = с (c là hằng số) là một hàm số tuần hoàn. 
Với mọi số dương Т ta đều có f(x + T) = Хх) = с. Tuy nhiên không có số dương Т 
nhỏ nhất thoả mãn định nghĩa nên hàm số tuần hoàn này không có chu kì. 


Ví dụ 2. Hàm phần nguyên y = [x] đã được nêu trong Bai só 10. 
Ta xét hàm у = {x} xác định bởi : {x} = x – [x]. Nó được gọi là hàm phần lẻ của x. 
Chẳng hạn, {4.3} = 4.3- 4= 0,3; 
|-43|--43-(-5)- 0,7. 
Та chứng tó hàm у= {х} là hàm tuần hoàn với chu kì là 1. 
Thật vậy, {x+ 1} =x+ 1- [r+ 1]=x+1-[x]- I=x-[x]= {x}. 


Đồ thị của hàm số {x} được biểu diễn trên Hình 12. Nhìn vào đồ thị ta thấy 
hàm số có chu kì bằng 1. 


Hình 12 
3. Đồ thị của hàm số tuần hoàn 
Giả sử y = f(x) là một hàm số xác định trên D và tuần hoàn với chu ki T. 
Xét hai đoạn Xi = [a ; а + T] và X, = [a +T ; a + 2T] với a єр. 
Gọi (C1) và (C2) lần lượt là phần của đồ thị ứng với x е X, và x е X), ta tìm mối 


liên hệ giữa (С |) và (С) (h.13). 


> 
a+2T x 


Hinh 13 


Lấy xo bất kì thuộc X| thì xạ +T е Ху. 


Xét hai diém М| và M3 lần lượt thuộc (C |) và (C2), trong đó 


2. |0075 
Мүб ; y1) với 
ж = Ру); 
Xạ =xạ +7 


Mỹ (хә; y2) với 
040502 Шадай 


Та có М.М; = (хә = ху; y2 yị)= (Т; 0) = v (v không đổi). 
Suy ra М; là ảnh của M} trong phép tịnh tiến theo vectơ т. Vậy "(C›) là ảnh của 


(C |) trong phép tịnh tiến theo vectơ v". 

Từ đó, muốn vẽ đồ thị của hàm số tuần hoàn chu kì 7, ta chỉ cần vẽ đồ thị của hàm số 
này trên đoạn [a ; а + Т], sau đó thực hiện lần lượt сас phép tịnh tiến theo các vecta 
ғ, 2P, .., và сасуесіс -ғ, —27, ... ta được toàn bộ đồ thị của hàm số. 

Il- TÍNH TUẦN HOÀN СОА НАМ SỐ LƯỢNG GIÁC 

1. Tính tuần hoàn và chu kì của các hàm số у= sin x và у= cos x 


ĐỊNH LÍ 1 


Các hàm số y = sinx và у = cos х là những hàm số tuần hoàn với 
chu kì 2m. 


Chứng minh. Ta chứng minh cho hàm số у = sin x (trường hợp hàm số y = cos x 
được chứng minh tương tự). 


Hàm số y = sin x có tập xác định là IR và với mọi số thực x ta có 
х-2пє Е,х-Оте R, (1) 
Sin (x + 27) = sinx. (2) 


Vậy у = sin x là hàm số tuần hoàn. Ta chứng minh 2z là só dương nhỏ nhất thoả 
mãn các tính chất (1) và (2). 
Giả sử có số T sao cho 0 < T < 2z và sin(x + Т) = sinx, Vx e R. 


Chọn x= sẽ ta được 


sá| Z+7]= sin” =l cosT=1. 
2 2 


Điều này trái giả thiết 0 < T < 2л. 


Vậy 2z là số dương nhỏ nhất thoả mãn tính chất (2), nghĩa là 2z là chu kì của 
hàm số y = sinx. ш 


Ге) 


2. Tính tuần hoàn và chu kì của các hàm só у= tan x và у= cot x 


ĐỊNH LÍ 2 


Các hàm số y = tan x và y = cot x là những hàm số tuần hoàn với 
chu kì т. 


Chứng minh. Ta chứng minh cho hàm số у = tan x, (trường hợp hàm số y = cot x 
được chứng minh tương tự). 


Với mọi x є D ta có x — пе D và x + z € D, tan(v + л) = tan x. 


Hàm só y = tanx có tập xác định D = R \ Ë k 


Vậy y= tan x là hàm số tuần hoàn. Ta chứng minh z là chu kì của hàm số пау. 
Giả sử có số T sao cho 0 < Т < z và (ақа + Т) = tanx, Ух € D. 
Chọn х= 0 thì x е D và tan(0 + T) = tan 0 = 0. 


Nhưng tan æ= 0 khi và chỉ khi æ= Кт, k e Z , do đó phải có T = kx, k е 2. Điều 
này mâu thuẫn với giả thiết 0 < T < л. 
Vậy chu kì của hàm số у = tanx là т. ш 


Bài tập 


А Ер Зл РЕ Р 
Нау хас định các giá trị của х trên đoạn Е 3 z] để hàm số у= tanx : 


а) Nhận giá trị bằng 0; b) Nhận giá trị bằng 1 ; 
c) Nhận giá trị dương ; đ) Nhận giá trị âm. 


Tìm tập xác định của các hàm số : 


1+ cos x 
a)y=— 
sinx 
т т 
с) у= tan w——|: а) у= cot| х+— |. 
_ ( J lu ( a 


Dựa vào đồ thị của hàm só y = sinx, hãy vẽ dó thị của hàm só y = þinxl. 


Chứng minh rằng sin 2(х + km) = sin 2v với mọi số nguyên k. Từ đó vẽ đồ thị 
hàm số у = sin 2x. 
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ара c OE E ҮЧҮ" А 1 
Dua vào đồ thi hàm só у = cos x, tim các giá trị của х để cosx = F 
Dựa vào đồ thị hàm só y = sin x, tìm các khoảng giá trị của x để hàm số đó 
nhận giá trị dương. 


Dựa vào đồ thị hàm số y 
nhận giá trị âm. 


cos x, tim các khoảng giá trị của x để hàm số đó 


Tìm giá trị lớn nhất của các hàm số : 


а) у= 2Ncosv +1; 


b)y= 3- 2віпх. 


% 2 PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BÁN 


1 
А. một giá trị của x sao cho 2sinx — 1-0. 


Trong thực tế, ta gặp những bài toán dẫn đến việc tìm tất cả các giá trị của x 
nghiệm đúng những phương trình nào đó, như 


3sin2x + 2= 0 
hoặc 2cos.v + їап2х – 1 = 0, 
mà ta gọi là các phương trinh lượng giác. 
Giải phương trình lượng giác là tìm tất cả các giá trị của ẩn số thoả mãn 


phương trình đã cho. Các giá trị này là số đo của các cung (góc) tính bằng 
radian hoặc bằng độ. 


Việc giải các phương trình lượng giác thường đưa về việc giải các phương, 
trình sau, gọi là các phương trình lượng giác cơ bản : 


sinx = a, cosx = а, tan x = а, cot x 


trong dó a là mót hàng só. 


1. Phương trình sin x= а 


А 


2 
Có giá trị nào của x thoả mãn phương tình віпх--2 không ? 


Xét phương trình віпх- а. (1) 


віп, 


Trường hop lal > 1 


Phuong trình (1) vô nghiệm, уі Find < 1 
với mọi x. 


Trường hợp lal < 1 


Vẽ đường tròn lượng giác tâm О, trục 
hoành là trục côsin, trục tung là trục sin. 
Trên trục sin lấy diêm K sao cho ОК -а. 
Ті К Кё đường vuông góc với trục sin, cất 
đường tròn lượng giác tại M và M' đối 
xứng với nhau qua trục sin (nếu |a| = 1 
thì М trùng với М”) (h.14). 


Hình 14 


су Сх 
Ті đó ta thấy số đo của các cung lượng giác АМ và АМ” là tất cả các nghiệm 
của phương trình (1). 


š rx 
Gọi æ là số đo bằng radian của một cung lượng giác АМ, ta có 
A 
så AM = а+ Кп, Кє Z ; 


rx 
så AM' =n- a+ Кт, Кє 2. 


Vậy phương trình віпх- а có các nghiệm là 


x = G + Кт, keZ; 


x=Tm—z+È2m, ke7. 


"¬ ...--.-- 
Nến số thực æ thoả mãn điều kiện 2 


т 
2 thì ta viết æ = arcsin а 
sing = а 
(đọc là ас-ѕіп-а, nghĩa là cung có sin bàng а). Khi đó, các nghiệm của 
phương trình віпх- а được viết là 
х= агсѕіпа + k21, k е Z 


Và x= п — агсѕіпа + k27, k € Z. 
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CHÚ Y 


a) Phuong trinh sin x = sin z, vói G là mót só cho truóc, có các 
nghiém là 


х= @+КЭ2л, Ке 2 
và x=7n-ø+k2n, keZ. 
“Tổng quát, 


x) = g(x) + k2 kez 

sinf(x) = sin g(x) <> ƒ@) = бо) т, : 

/(х) = n- g(x) + Кт, k € Z. 
b) Phuong trinh sinx = sin 8° có các nghiệm là 

x= B° + k360°, ке? 

уй х-180%- 8° + 360° ke 2. 
с) Trong một công thức về nghiệm của phương trình lượng 
giác không được dùng đồng thời hai đơn vị độ và radian. 
đ) Các trường hợp đặc biệt : 


* а= 1: Phương trình sinx = 1 có các nghiệm là 
х= 2 +2m,ke 2. 
2 
“а--і1: Phương trình sinx = -І có các nghiệm là 
xe => +Юл,Кє Z. 


+ а= 0: Phuong trình sinx = 0 có các nghiệm là 


x=kn,ke Z. 
Vídu 1. Giài các phuong trinh sau : 
1 1 
a) sinx = — ; b) sinx = —. 
) 2 ) 5 
Giải 
k. Í Қа ТЕН 1 š „Ж 
a) Vì — = sin— nên sinx = sinx = sin 
2 6 2 


Vậy phương trình có các nghiệm là 


х= 2 + 0л, Ке ЖТТ. 


b) Та сб sin x = - khi х= аге. Vậy phương trình sinx = — сб các 


+ 
5 
nghiệm là 


x=aresinc + оп, k є 2 VÀ х= пасаг + n. e Z. 


3 
Ж. сас phuong trinh sau : 


a) алт i b) mm... 
2. Phương trình cos x = a 
Trường hợp lal >l sin‡ 
Phương trình cos x = а vô nghiệm z 
vì |eosx| < 1 với mọi x. М 
Trường hop lal <1 
- 
Tương tự trường hợp phương trình 4' А cósin 
sinx = а, ta lấy điểm H trên trục côsin 
sao cho ОН = a. Từ H kë dường м 
vuông góc với trục côsin, cắt đường ғ 
tròn lượng giác tại М và M' đối 


xứng với nhau qua trục cósin (nếu 


Hình 15 
la| = 1 thì M = М) (h.15). 


СУ (Сх 
Từ đó ta thấy số đo của các cung lượng giác АМ và АМ" là tất cả các 
nghiệm của phương trình cosx = а. 
; š: Ж. ; > : rý 
Gọi æ là số do bàng radian của một cung lượng giác AM ,ta có : 
rx 
sdAM = а-І2л,Ке 2; 


Сы 
sđAM' =-z+ k2n,k е Z. 


Vậy phương trình cos х = а có các nghiệm là 
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CHÚ Ý 
а) Phương trình cos x = сов 0, với z là một số cho trước, có các 
nghiệm là 
x=+ø+k2n,kc Z. 
"Tổng quát, cosƒ(x) = cosg(x) @ f(x) = +g(v) + k21,k е Z. 
b) Phương trình cos.v = cos 8° có các nghiệm là 
x=+/°+k360°,kc Z. 

с) Nếu số thực æ thoả mãn các điều kiện 

0<а<л 

ms =a 


thì ta viết æ = arccosa (đọc là ac-cósin-a, có nghĩa là cung có 
côsin bằng а). Khi đó, các nghiệm của phương trình cos x = а 
còn được viết là 
х= + агссоѕа+ к2п, Кє Z. 
а) Các trường hợp đặc biệt : 

* а= 1: Phương trình cosx = 1 có các nghiệm là 
х= Юп, кє Z. 
* а= –1 : Phương trình cosx = –1 có các nghiệm là 
х=п+ Оп, Кє Z. 


“а-0:Рішопв trinh cosx = 0 сб các nghiệm là 


х= 1 т, keZ. 
2 


Ví dụ 2. Giải các phương trình sau : 


а) cosx = оз h b)cos3v= ——— ; 


2 
№ > 


с) соѕх = 3 ; d)cos(x + 60%) = 


Giải 


а) соѕх= оз Gyt = +k2n,kc Z. 


b) Vì ‚зз = 20827 пеп 
2 4 
сов3х- 22, <> cos 3x = аң © 3x= + ЕА +k2n 
2 4 4 
2m 


¿ss a kệ” ke 2; 
4 3 


с) соѕх = < r= tarccos = +k2m k e Z; 


ш 


d) Vì 22 = соѕ45° nên 


cos(x + 609) = s <> cos (x + 60°) = cos 45° <> x + 60° = + 45° + k360° 


x = —15° + k360° 
(Кє 2). ш 
х = –105° + 360° 


4 
А các phương trình sau : 
v3 


1 2 
а) соөх---; b) соѕх= — ; с) cos(x + 309) = —. 
) 3 ) ¬ ) cos( ) 2 


3. Phuongtrinhtanx=a 
Điều kiện của phương trình là x # = +kn (k € 2). 


Сап cứ vào đồ thị hàm số y = tan x, ta thấy với mỗi só a, dô thi hàm só y = tan x 
cắt đường thẳng у = a tại các điểm có hoành độ sai khác nhau một bội của л 
(h.16). у 


| 


Ніпһ 16 
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Hoành độ của mỗi giao điểm là một nghiệm của phương trình tanx = а. 


сас TA . А йын Ж T 
Gọi ху là hoành độ giao điểm (tanxị = а) thoả mãn điều kiện 55 <х< р 


Kí hiệu ху = arctan а (đọc là ac-tang-z, nghĩa là cung có tang bằng а). Khi đó, 
nghiệm của phương trình tanx = а là 


x = arctana + kī, k € Z. 


CHÚ Y 
а) Phương trình tan x = tan 0, với G là một số cho trước, có các 
nghiệm là 
х=@+кт.Кє Z. 


"Tổng quát, tan f(x) = tang(v) > f(x) = g(x) + km, Кє Z. 


b) Phương trình tanx = tan 8° сб các nghiệm là 
x=/Ø°+k180°,k Z. 


Ví du 3. Giải các phương trình sau : 
а) tanv= шат Ж b) tan2v --1 В с) (ап (3х + 15%) =. 
Giải 
a) бран 2 х= = +kn,k € Z. 

5 5 

T idy 1) 
b) tan2x= -- & 2х = arctan| —— | + kn 

3 3/ 

ax- Teeaa[- 2) ФЕП ЕЕ 
2 3 2 


с) Vì АВ = tan 60° пеп tan(3x + 15°) = x5 < tan(3x + 15°) = tan 60° 
«Зх + 15° = 60° + k180° <> 3х = 45° + k180° 
©x=l5°+k60°,ke 2. ш 


5 
А» сас phuong trinh sau : 


а) апх- 1; b) tanx=-1 ; c) tanx = 0. 
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4. Phuong trình cot x= а 


Điều kiện của phương trình là х = kn, k € 2. 

Căn cứ vào đồ thị hàm số y = cot x, ta thấy với mỗi số а, đường thẳng 
у = а cất đồ thị hàm số y = cot x tại các điểm có hoành độ sai khác nhau 
một bội của т (Һ.17). 


чү 


Ніпһ 17 


Hoành độ của mỗi giao điểm là một nghiệm của phương trình cotx = а. 
Gọi xı là hoành độ giao điểm (cot x, = а) thoả mãn điều kiện 0 < хі < т. 
Kí hiệu х = arccot a (đọc là ac-côtang-a, nghĩa là cung có côtang, bàng а). 


Khi đó, các nghiệm của phương trình cotx = a là 


arccota + kt, k € Z. 


CHÚ Ý 
а) Phương trình cotx = сої а, với а là một số cho trước, có các 
nghiệm là 
х= а+ іт, Кє Z. 
"Tổng quát, cot f(x) = cotg(v) > f(x) = g(x) + km, Кє Z. 
b) Phuong trình соїх = cot 8° có các nghiệm là 
x=°+k180”,kc Z. 
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Ví dụ 4. Giải các phương trình sau : 
а) cot4x = сої 2n 5 

T 
b) сой3х--2; 


c) cot (2x — 10°) = z. 


©] 


Giải 
а) cot4x = cott <>4х- 2n +k < x= au к k e 2. 
b) cot 3x = -2 <> Зх = arecot(—2) + kn 


Gas 2 arccot(—2) + к=, Ке 2. 
3 3 


с) Vì z = cot60° nên 


cot(2x — 10°) = ед, cot(2x — 10°) = cot 60° 
ЕЕ 


<>2х-10%- 60° + k180° 


«х= 35° + 090°, гє Z. m 


6 
Ас, сас phuong trinh sau : 


а) соїх= 1; Юр) соїх= –1 ; с) соїх = 0. 
GHI NHỚ 


Mỗi phương trình 
sinv= а (la < 1) ; соѕх= a (141 < 1) ; їапх= а; cotv= a 
сб уб só nghiém. 


Giải các phương trình trên là гіт tát са các nghiệm của chúng. 
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BÀI ĐỌC THÊM 


GIẢI PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN 
BẰNG MÁY TÍNH BÓ TÚI 


Có thể sử dụng máy tính bỏ túi (MTBT) để giải các phương trình lượng giác cơ 
Бап. Tuy nhiên, đối với phương trình sin x = а máy chỉ cho kết quả là агсвіпа với 
đơn vị là radian hoặc đã được đổi ra độ. Lúc đó, theo công thức nghiệm ta viết 
các nghiệm là 


х= агсѕіпа +k2z,k Z 
và х= п агсѕіпа + k2m,k e Z. 
Tương tự, đối với phương trình cos x = а máy chỉ cho kết quả là агссов а, đối với 
phương trình tan x = а máy chỉ cho kết quả là arctanz. 
Ví dụ. Dùng MTBT CASIO fx — 500 MS, giải các phương trình sau : 
а) sinx=0,5 ; b) cosr=- š c) хап х = 3. 
Giải 

море 

а) Néu muón сб дар só bàng dó thi Бат Ба lán phím (ЕЕ) rồi bấm phím EB 
màn hình hiện ra chữ D. Sau đó bấm liên tiếp 


Евссзазезезелав 
Dòng thứ nhất trên màn hình hiện га sin! 0.5 (có nghĩa là arcsin 0,5) và kết quả ở 
dòng thứ hai là 3000 (arcsin 0.5 đã được đổi ra độ). 
Vậy phương trình sin x = 0,5 có các nghiệm là 
х= 30° +k36U°, kez, 
và x = 180° - 30° + k360° = 150° + #360”, ke Z. 
b) Bấm liên tiếp 
SHIFT 
БЕСӘСПЕВЕЗЕВЕЗ 


Dòng thứ nhất trên màn hình là cos! - (1 13) (có nghia là ке -1) ) và kết quả 


ở dòng thứ hai là 109°28'16.3" Е ) đã được đổi ra độ). 
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š ПРВИ? . до, 
Vậy phương trình cosx = = có các nghiệm là x= + 109°28'16" +k360°, k 2. 


SHIFT 
с) Bấm lien іер БЕЛЕ ЕШ ЕВ 2 a 
dòng thứ nhất trên màn hình là tan 13 (có nghĩa là arctanJ3) và kết quả ở 
dòng thứ hai là 60°0°0 (aretan/3 đã được đổi ra độ). 
Vậy phương trình їапх = A3 có các nghiệm là х = 60° + #180, k € Z. ш 
CHÚ Ý 


а) Để giải phương trình sin x = 0,5 với kết quả là radian, ta bấm ba 
NODE 


lần phím гё bấm phím (EB màn hình hiện ra chữ R. 
SHFT 
Sau đó, bấm liên tiếp БЕ (ЕЗ (СБ (ЕВ си (ЕВ 
ta được kết quả gần đúng là 0,5236 (arcsin 0,5 = 0,5236). 
Уау phương trình sin x = 0,5 có các nghiệm là 
х= 0,5236 +27, keZ 
уа хчт- 0,5236 + k2n, k e Z. 
b) Để giải phương trình cotx =a bằng МТВТ, ta đưa về giải phương 


1 
trình tanx = —. 
a 


Bài tập 
Giài các phuong trinh sau : 
а) ѕіп(х+2) = L š b) sin3x= 1; 
aj ` 1 0; aj зіп (2x ¡ 20%) = ы, 


Với những giá trị nào của x thì giá ігі của các hàm só y = sin 3x và y = sinx 
bằng nhau ? 
Giải các phương trình sau : 


а) cos(x- 1) = Z A b) cos Зх = cos 12° ; 


(= z) 
c)cos| —-— 
2 4 


ў d) cos 22v = £ 
4 


= : 2cos2v 
Giải phương trình ------ 


1-віп2х 
Сійі các phuong trinh sau : 


a) tan(x — 15°) жа ; b) со(3х—1)= - 5 ; 

с) cos 2х tanx = 0; 4) віһ3х сох = 0. 

Với những giá trị nào của х thì giá trị của các hàm só у = е = x) và 
y = tan 2x bàng nhau ? 

Сійі các phuong trinh sau : 

а) sin Зх – соѕ5х= 0; b) tan3x ќапх = 1. 


MỘT SÓ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


1. 


< 2? THƯỜNG САР 


Ya 


PHƯƠNG TRÌNH BÁC NHẤT ĐỐI VỚI MỘT HÀM SÓ LƯỢNG GIÁC 


Định nghĩa 


Phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác là 
phương trình có dạng, 
at + b = 0, (1) 
trong dó а, b là các hãng só (а = 0) уа t là một trong các hàm 
só luong giác. 
Vídu 1 
а) 2sinx — 3 = 0 là phương trình bậc nhất đối với sin x. 


b) X3 tanx+ 1= 0là phương trình bậc nhất đối với їапх. 


1 
Ам các phương trình trong Ví dụ 1. 
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2. 
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Cách giải 
Chuyển vế rồi chia hai vế của phương trình (1) cho а, ta đưa phương trình (1) 
về phương trình lượng giác cơ bản. 


Ví dụ 2. Giải các phương trình sau : 

а) 3cosv+5=0; b) Мз сох 3 = 0. 
Gidi 

a) Tir 3cos x + 5 = 0, chuyén vé ta có 


Зсовх-- 5. (2) 


Chia hai vế của phương trình (2) cho 3, ta được cosx =- 2. 


5 r 
Vì = A < —1 nên phương trình đã cho vô nghiệm. 


b) Từ В соїх — 3 = 0, chuyển vế ta có 
УЗ cotx = 3. (3) 
Chia hai vế của phương trình (3) cho XÃ, ta được cotx = М š 


> ж ы т л 
Vì Зз = ш пеп cotx = y3 © cotx = со о x=—+kn,ke Z m 


Phương trinh đưa vë phương trình bậc nhất đối với một hàm số 
lượng giác 


Ví dụ 3. Giải các phương trình sau : 


а) 5совх- 2sin2v= 0; 4) 
b) 8sinx cosx cos 2v = —1. (5) 
Giải 


а) Ta có 5совх- 2sin 2v = 0 <> 5соѕ х – 4sinx cos x = 0 < cosx(5 - 4sin x) = 0 
соѕх = 0 
© 
5- 4sinx = 0. 


свх 0х +kn, ke Z. 


° 5- 4sinx = 0 <> Авіпх = 5 <> sinx = =, vì 3 >1 nên phương trình này 
vô nghiệm. 


Vậy phương trình (4) có các nghiệm là x = 5 +kn,ke Z. 


b) Ta có 
8ѕіп хсоѕ хсоѕ 2v = -1 <> 4sin2xcos2x = -І <> 2sin4x=-1 
| |J#=-C+k2 х= +61 
Фзшх=- © а, - ы 2 keZ) ш 
4х = а оп |x= +Z 
24 2 


П- PHƯƠNG TRÌNH ВАС HAI ĐỐI VỚI MỘT НАМ SÓ LƯỢNG GIÁC 


1. Định nghĩa 
Phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác là phương, 
trình có dạng, 
at + bt + c = 0, 


trong đó а, b, с là các hằng só (a = 0) và t là một trong các 
hàm số lượng giác. 


Ví dụ 4 
a) 2sin Pk + 3sinx — 2= 0 là phương trình bậc hai đối với sinx. 


b) 3cot2y— Scotx- 7= 0là phương trình bậc hai đối với cot x. 


2 
Ас, các phương trình sau : 


a) 3cos 2 = 3cosv+2=0; 
b)3tan2 = 263 tanxv+3= 0. 
2. Cách giải 
Đặt biểu thức lượng giác làm ẩn phụ và đặt điều kiện cho ẩn phụ (nếu có) 


rồi giải phương trình theo ẩn phụ này. Cuối cùng, ta đưa về việc giải các 
phương trình lượng giác cơ bản. 
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Ví dụ 5. Giải phương trình 


аж ЖЫ; 
25122 + AÍ2sin~— 2= 0. 
sın 2 527 


авзаи з. 26 as ЖА ЫА 
Giới. Đặt айу = t vói điều kiện 


=l</<l (9), 
ta được phương trình bậc hai theo / 

22 +A2¡-2=0. (1) 
Phương trinh (1) сб hai nghiệm 4 = - VÀ h= £ nhung chi có 


2 & 
h= £ thoả mãn điều kiện (*). Vậy ta có 


SG 2 "К... 3 TT 
sin— = — <> sin— = sin— 
2, 0, 2 4 


ЖБ tan х= pasa 

2 2 А 

Ж <> (ke Z). ш 
Z л. tôm х= ikan 

2 4 2 


3. Phương trình dua về dang phương trình bậc hai đối với một 
hàm số lượng giác 


А: 
Нау пһас ігі: 


а) Các hằng đẳng thức lượng giác cơ bản ; 

b) Công thức cộng ; 

с) Công thức nhân đôi ; 

d) Công thức biến đổi tích thành tổng và tổng thành tích. 


Có nhiều phương trình lượng giác mà khi giải có thể đưa về phương trình 
bậc hai đối với một hàm số lượng giác. Sau đây là một số ví dụ. 


Ví du 6. Giải phương trình 


бсов 2% + 5sinx- 2- 0. (2) 
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Giải. Biến đổi сов2х = 1 – sin2x, ta dua phuong trinh (2) vë dang 
— 6sinx + 5sinx + 4 = 0. 
Đặt sin x = t với điều kiện —1 < t < 1, ta được phương trình bậc hai theo г 


-6P +5t+4=0. (3) 
Phương trình (3) có hai nghiệm гр = — уйту= -5 nhưng chỉ сб t = =5 


thoả mãn điều kiện. Vậy ta có 


А 1 " M т 
5Шх = —— < siny = sin| —— 
2; 6 


х- a + Кл 
< (кє 2). ш 
x= L+ 0л 
6 
Ví du 7. Giải phương trình 


B tanx - 6cot x + 2x5 -3-0. (4) 


Giải. Điều kiện của phương trình (4) là cosx # 0 và sinx # 0. 


Vì соїх = 7 пеп phuong trinh (4) сб thé viét duói dang 
an x 
6 
Btax- 4903-3-40, 
tanx 
hay АБ tanx+ (2x3 - 3)tanx - 6= 0. 


Đặt tanx = t, ta được phương trình bậc hai theo г 
М? + 043-3/-6-0. (5) 


Phương trình (5) có hai nghiệm : /¡ =3, һ--2. 


Убің- s5 ta có tanx = x5 <> їапх = ашт хәб 3 +Èkn,k 8 Z. 
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Với г) = —2 ta có tanx = -2 < x = arctan(-2) + kn, k е Z. 


Các giá trị này đều thoả mãn điều kiện nêu trên nên chúng là các nghiệm 
của phương trình (4). ш 


4 
А. phương trình 3cos26x + 8sin3x соз 3x — 4 = 0. 
Уі du 8. Giải phương trình 
2sin 2, - 5SỈn.Y cosx — cos 2 ш-2. (6) 


Giải. Trước hết, ta thấy nếu cos х = 0 thì phương trình (6) có vế trái bằng 2, còn 


vế phải bằng —2. nên cos x= 0 không thoả mãn phương trình (6). Vậy cos x # 0. 


` & š ы. жж ` 2 
Vì cosx # 0 nên chia hai vế của phương trình (6) cho сов х, ta được 


2tanˆv~ 5апх-1=— <> 2tan2x — 5tanx — 1 = -2(1- tan^y). 


cos2x 


Та đưa được phương trình (6) về phương trình bậc hai theo tan x 
Жап x 5tanx + 1 = 0 


tanx = 1 


= 


1 
тарх = —. 
4 


•їапх= 1 х= т +kñ,k c Z. 
1 1 
° tanx = 3 < х= arctan— + km, k € Z. 
Vậy phương trình (6) có các nghiệm là 
х= im 
4 
1 
và E ae + kn (k € Z). m 
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Ш - PHƯƠNG TRÌNH BÁC NHẤT ĐỐI VỚI sinx УА cosx 
1. Công thức biến đổi biểu thức asin х + bcos x 
А? 

Dua vào сас cóng thúc cóng да hoc : 


sin(a + b) = sinacos b + sinbcosa ; cos (a + b) = соѕасоѕ Б — sinasinb ; 
sin(a — р) = ѕіпасоѕЬ – sinbcosa ; cos (a — b) = cosacos b + sinasinb 


và kết со сөк = №. hãy chứng minh rằng : 
4 Ж 2 
а) sinx + cosx = (о. -) Е Б) sinx — cosx = жаз. -5), 


Trong trường hợp tổng quát, với @ +b = 0, ta сб 


Й [ а P b 
asinx + bcosx = Уа? + b”|—————sinx + —————‹os' |. 
Ма? + 2 Ча? +b? 


2 z 
a b 
Vì = + [= = 1 nên có một góc æ sao cho 
а 


Ма? +22 +b 


= сова, - біп 0. 


а b 
Ма ыў? Ча? +ь? 
Khi dó asinx + bcosx = үа? + bŸ (віпхсова + eosxsin #) 


= va? +b sin(x + Z). 


Vậy ta có công thức sau 


Ta 2 
asinx + bcosx = Ҹа + b“ sin(x + а), 


a азарт b 
— và sn 4 - --. 
742 +b? 442 +b 


2. Phuong trình dang asin x + b cosx = c 


убі cos & = 


Xét phuong trinh asin х + bcosx = с, (2) 
vóia, b,c € R ; a,b không đồng thời bằng 0 (а? + Б^ = 0) 
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Nếu a = 0, b = 0 hoặc a z 0, b = 0, phương trình (2) сб thể đưa ngay về 
phương trình lượng giác cơ bản. Nếu а + 0, b z 0, ta áp dụng công thức (1). 


Ví dụ 9. Giải phương trình 
sinx + X3 соѕх = 1. 


Giải. Theo công thức (1) ta có 
sin x + 43 cosx = + + (5332 sin(x + G) = 2sin (x + а), 


trong dó cos æ = 2. siig = N Từ đó lấy а = = thì ta có 


š А т 
sin x + y3 cosx = ТЕ + | ° 


Khi dó 
sinx + УЗсовх- 1 (+) 1 s) 
3 3 š 
; ( z) T 
<> sin| x +— | = sin— 
3 6 
х+т=ркп x=-C+k2n 
=» =» 
х+т=л-=+ 2л x=—+ L2n (k € Z). m 


6 
Rea phương trình x3sin3x~ cos3x = 2. 
Bài tập 
1. Giải phương trình 
sinˆv — sinx = 0. 


2. Giải các phương trình sau : 


a) 2cos2x — 3cosx + 1 = 0 Ч b) 2sin2v + 42 sin4x = 
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3. Сійі các phuong trinh sau : 


asin? - 20052-4 20 5 b) 8соѕ2х + 25шх-7=0; 


с) жап2х + Зіапх+1= 0; d) tanx- 2cotx + 1 = 0. 
4. Giài các phuong trinh sau : 
а) 2sin 2. + sinx cosx- 3cos2x =0; 


b) 3sin 2e- 4sinx cosx + 5соѕ2х= 2 ч 
20! : Е | 
с) sin x + sin 2x – 2сов х= 2 H 


đ) 2cos2v - 33 віп2х- 4sin?x =-4. 
5. Giải các phương trình sau : 
а) cosx — AÄsinx = 4/2 Б b) 3віл3х- 4cos 3x = 5; 
с) 2sinx + 2совх- АБ: te (s d) 5cos 2v + 125іл2х- 13 = 0. 


6. Сійі các phuong trinh sau : 


а) tan(2x + l)tan(3x - 1)= 1 ; b) tanx + tan(x + z) =1, 


BÀI ĐỌC THÊM 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


Ta chỉ xét các bất phương trình lượng giác cơ bản. Đó là những bất phương trình 
dạng sinx > а (hoặc sinx > a, sinx < а, sinx < а), trong đó а là một số thực tuỳ ý. 
Та cũng xét những bất phương trình tương tự đối với các hàm số cos x, tan x, соїх. 

1- ВАТ PHƯƠNG TRÌNH sinx > а 

Nếu a > 1 thì bất phương trình sinx > а vô nghiệm, vì sinx < 1 với mọi x. 

Nếu a <-І thì mọi số thực x đều là nghiệm của bất phương trình sinx >a, vì sinx > —1 
với mọi x. 
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Та xét tường hợp -1 <a < 1 thông qua ví dụ sau. 
Ví dụ 1. Giải bất phương trình 


2 
siny> ——. 1 
> (1) 


Giải. Vẽ đường tròn lượng giác tâm O. 
Trên trục sinlấy điểm K sao cho 


2 


-2 (h.18). 


Kë từ K đường thẳng vuông góc với trục 
sin, cắt đường tròn tại hai điểm М và М". В' 


` СУ дол 2 д 
Rõ ràng, nếu cung AD có số đo thoả mãn 
båt phirang trình (1) thì D phải nằm trên 


cung МВМ' và ngược lại. Hình l8 


Сх т 
Та сб së АМ = F +k2n.k e Z và 
ry 
sd AM' = = +k2m, ке Z. 
Уау nghiệm của bất phương trình віпх > ББ là 


T ЕЩ +k27,ke Z. ш 
4 4 


Chú ý. Điểm cuối của cung có số đo là nghiệm của bất phương trình sinx < 


phải nằm trên cung М'В'М và ngược lại (h.18). Khi đó, nghiệm của bất phương 
trình là 


ЗІ. отша se (E=) + Юл 
4 4 
hay Бі: +К2т<х< = +k2Tn,(k € Z). 


Il- ВАТ PHƯƠNG TRÌNH cosx < a 
Nếu a < –1 thì bất phương trinh cos х < а vô nghiệm. 
Мёи a > 1 thì moi só thuc x déu là nghiêm сйа bát phuong trinh cosx < а. 


Ta xét trường hợp -1 <a < 1 thông qua ví dụ sau đây. 


Ví dụ 2. Giải bất phương trình 


cosx < – ытты (2) 


бїаї. Ттёп truc cósinláy diém H сб hoành 
2» sek а х А à 
dó là Ай, кеш H đường thẳng vuông 


góc với trục côsin, cắt đường tròn lượng 
giác tại hai điểm М уа М” (h.19). 


ГУ. 
Вб ràng, пёи cung АЕ có só do thoà тап 
bất phương trình (2) thi Е phải nằm trên 


cung MA'M' và ngược lại. Vậy nghiệm 
của bất phương trình đã cho là 


Z пх T +Юл,Ёє Z, п Hinh 19 


ë " АТ” А 
Chú ý. Bất phương trinh cos x > 36 có nghiệm là 
ӘР, +k2m < x< (= 2z) +k2m 
4 4 
hay TT kiên <х< HE tiên, ke 7. 


Ш- ВАТ PHƯƠNG TRÌNH tanx > a 
Với mọi số thuc a, bất phương trình tanx > a luôn có nghiệm. 
Ta xét ví dụ sau đây. 
Ví dụ 3. Giải bất phương trình 

tan 1. (3) 


Giải. Lấy trên trục tang điểm 1 sao cho АТ = 1. 
Nối OI cắt đường tròn lượng giác tại М và М” 


rx 
(h.20). Мёи cung АЕ có só do thoà тап bát 
phuong trinh (3) thi thì điểm E т E phải nằm trên một 


trong hai cung MB và MB В" và ngược lại. 
Vậy nghiệm của bất phương trình (3) là 


T ыт тє Z) ш Hình 20 
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Chú ý. Nghiệm của bất phương trình tanx < 1 là 


-Z4 kn<x< А +Én,k€ Z. 
2 4 


IV- ВАТ PHƯƠNG TRÌNH cotx < а 

Với mọi số thuc а, bất phương trình соїх < а 
đều có nghiệm. 

Ta xét ví dụ sau đây. 

Ví dụ 4. Giải bất phương trình 


соїх < т (4) 


Giải. Lấy điểm J trên trục côtang sao cho 


Lên Nối ЛО cắt đường tròn lượng giác tại 
3 
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hai điểm M và М' (h.21). 
rx 
Nếu cung АҒ có số đo thoả mãn bất phương tình (4) thì điểm F phải nằm trên một 


trong hai cung МА" vàM'A và ngược lại. 
Vậy nghiệm của bất phương trình (4) là 


Š тулеп, ke 7 ш 


а 1 
Chú ý. Nghiệm của bất phương trình сох > — là 


КД 


іт<х< 2 xÊm ke Z. 


Ôn tập chương 1 
а) Hàm số у = cos Зх có phải là hàm số chấn không ? Tại sao 2 
b) Hàm số у = tan(x + z) có phải là hàm só lẻ không 2 Tai sao ? 
Сап cứ vào đồ thị hàm số у = sinx, tìm những giá trị của x trên đoạn 
Е А > dé hàm só dó : 


а) Nhận giá trị bằng -1 ; b) Nhận giá trị âm. 


3. Tìm giá trị lớn nhất của các hàm số sau : 
a) у = /2( + cosx) +1 Ë b) y= зал) 2, 


4. Giải các phương trình sau : 


š 2 222 1 
а)зщ(х+1)=—; b) sin“2v= — ; 
)sin(x + 1) 3 ) 2 
2x i т 
222; d) аш =+ 12x | = 3. 
Set ng ) “lễ ) б 
5. Giải các phương trình sau : 
a) Фе = Зсоѕх+1= 0; b) 25sin2x + 155іп 2х + Ocos2x =з 
с) 2sinx + cosv= 1; d) sinx + 1,5 cotx = 0. 


Bài tập trắc nghiệm 


Chọn phương án đúng : 
6. Phương trình cosx = sinx có số nghiệm thuộc đoạn [— п; 7] là : 
(A)2; (B)4; (С) 5; (б) б. 
сов4х 


= tan2x có số nghiệm thuộc khoảng (о Я z) là: 


7. Phương trình 
cos2x 


(A)2; (В) 3; (С) 4; (Б) 5. 
8. Nghiệm dương nhỏ nhất của phương trình sinx + sin2x = cosx + 2cos2x là : 
л 2m T T 
A)—: В) —: С) =; р) =. 
(А) © (в) — (С) 4 (D) 5 
9. Nghiệm âm lớn nhất спа phương trinh 2tan” х + 5tanx + 3= 0 là: 
5m 


т т т 
(А) тар (В) жы (С) В+ (0) жетті 


10. Phuong trình 2tan x – 2 cot x — 3 = 0 có số nghiệm thuộc khoảng, Е 2 "J là: 
(А)1; (В) 2; (633; (D) 4. 
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TŐ HP-XE SUñT 


Chuong H@ TÓ HOP-XÁC SUỐT 


Chương này cung cấp những kiến thức со bản nhất về Đại số tổ hop và Lí thuyết 

Xác suất. 

Phần thứ nhất bao gồm quy tắc cộng và quy tác nhân, các khái niệm, các công 

thức về hoán vị, chỉnh hợp và tổ hợp. Các bài toán này thường gặp trong Toán ứng 
dụng. Ngoài ra, công thức khai triển nhị thúc Міноп và các áp dụng của nó cũng 

được trình bày. 

Phẩn tiếp theo cung cấp những khái niệm mở đầu và các công thức đơn giản nhất 

của Lí thuyết xác suất, một lĩnh vực quan trọng của Toán học, có nhiều ứng dụng 
Thực té. 


57 QUY TÁC ĐẾM 


Trong Đại số tổ hợp, có nhiều tập hợp hữu hạn mà ta không dë dàng xác 
định được số phần tử của chúng. Để đếm số phần tử của các tập hợp hữu 
hạn đó, cũng như để xây dựng các công thức trong Đại số tổ hợp, người ta 


thường sử dụng quy tắc cộng và quy tắc nhân. 


Số phần tử của tập hợp hữu hạn А được kí hiệu là n(A). Ñgười ta 


cũng dùng kí hiệu lal để chỉ số phán tử của tập A. Chẳng һап: 


а) Nếu A = {a, b, с) thì số phần tử của tập hợp А là 3, ta viết 


n(A) = 3 hay А nu, 


b)Nếu A= {1.2.3, 4, 5, 6,7,8, 9}, 


B= {2, 4, 6, 8} (tập hợp các số chẩn của А), 


thì А\В= {1, 3, 5,7, 9}. 


- Số phần tử của tập hợp А là n(A) = 9. 
- Số phần tử của tập hợp В là n(B) = 4. 


- Số phần tử của tâp hop A NB là n(A \B) = 5. 


QUY TẮC CỘNG 


Ví dụ 1. Trong một hộp chứa 
sáu quả cầu trắng được đánh 


г ү; 8 9 =¬I 
medan asa О O O O O © 


Бао nhiéu cách сһоп mót trong 
các quả cầu ấy ? 


Hình 22 


Giải. Vì các quả cầu trắng hoặc đen đều được đánh số phân biệt nên mỗi 
lần lấy ra một quả cầu bất kì là một lần chọn. Nếu chọn quả trắng thì có 6 


cách chọn, còn nếu chọn quả đen thì có 3 cách. 


Do đó, số cách chọn một trong các quả cầu là 6 + 3= 9 (cách). ш 


QUY TÁC 


Một công việc được hoàn thành bởi một trong hai hành 
động. Nếu hành động này có т cách thực hiện, hành động 


kia có n cách thực hiện không trùng với bất kì cách nào của 
hành động thứ nhất thì công việc đó có m + n cách thực hiện. 


1 

А. Ví du 1, kí hiệu А là tập hợp các quả cầu tráng, В là tập hợp các quả cầu 
đen. Nêu mối quan hệ giữa số cách chọn một quả cầu và số các phần tử của hai 
tập A. B. 


Quy tác cộng được phát biểu ở trên thực chất là quy tác đếm số phán tử của 
hợp hai tập hợp hữu hạn không giao nhau, được phát biểu như sau : 


Nếu Ауа B là các tập hợp hữu һап không giao nhau, thì 
n(A U В) = n(A) + n(B). 
CHÚ Ý 
Quy tắc cộng có thể mở rộng cho nhiều hành động 


Іст 


Ví dụ 2. Có bao nhiêu hình vuông trong Hình 23 2 
16 
Giải Ro tầng, chi có thể cố cáo Binh Xi 


vuông cạnh 1 cm và 2 em. Kí hiệu A là 
tập hợp các hình vuông có cạnh 1 сіп và В 
là tập hợp các hình vuông có cạnh 2 cm. Hình 23 

УА r B= ©, А UB là tập hợp các hình vuông trong Hình 23 và n(A) = 10, 
п(В) = 4 nên n(A U В) = n(A) + n(B) = 10+4= 14. 

Vậy có tất cả 14 hình vuông. Ш 


1 al 
n А а 
П- QUY ТАС NHAN 2 a2 
Ví dụ 3. Bạn Hoàng có hai áo màu khác nhau và 3 a3 
ba quần kiểu khác nhau. Hỏi Hoàng có bao nhiêu 
cách chọn một bộ quần áo ? 1 bil 
Giải. Hai áo được ghi chữ a và b, ba quán b А 
được đánh số 1, 2, 3. Ж. 
Ре chọn một bộ quần áo, ta phải thực hiện liên 3 b3 


tiếp hai hành động : 
Hành động 1- chọn áo. Có hai cách chọn (chọn а hoặc b). ніл 24 
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Hành động 2 — chọn quần. Ứng với mỗi cách chọn áo сб ba cách chọn quán 
(chọn 1, hoặc 2, hoặc 3). 
Kết quả ta сб các bộ quần áo như sau : a1, a2, a3, b1, b2, b3 (h.24). 
Vậy số cách chọn một bộ quần áo là 2.3 = 6 (cách). ш 
Tông quát, ta có quy tác nhân sau đây. 
QUY TẮC 
Một công việc được hoàn thành bởi hai hành động liên tiếp. 
Nếu có cách thực hiện hành động thứ nhất và ứng với 
mỗi cách đó có n cách thực hiện hành động thứ hai thì có 
т.п cách hoàn thành công việc. 


2 
Жи thành phố А đến thành phố В có ра 
con đường, từ В đến С có bốn con 
đường (h.25). Hỏi có bao nhiêu cách đi A B E 


từ A đến C, qua B ? 
Hinh 25 


CHÚ Y 
Quy tắc nhân có thể mở rộng cho nhiều hành động liên tiếp. 

Ví dụ 4. Có bao nhiêu số điện thoại gồm : 
a) Sáu chữ số bất kì ? 
b) Sáu chữ số lẻ ? 
Giải 
a) Vì môi số điện thoại là một dãy gồm sáu chữ số nên để lập một số điện 
thoại, ta cần thực hiện sáu hành động lựa chọn liên tiếp các chữ số đó từ 10 
chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
Có 10 cách chọn chữ số đầu tiên. 
Tương tự, có 10 cách chọn chữ số thứ hai ; 


Có 10 cách chọn chữ số thứ sáu. 


Vậy theo quy tắc nhân, số các số điện thoại gồm sáu chữ số là 


10.10. ... .10 = 10 = 1 000 000 (số). 


6 thừa số 


b) Tương tự, số các số điện thoại gồm sáu chữ số lẻ là 5° = 15 625 (số). m 
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Ге) 


t 


Bài tập 


Từ các chữ số 1, 2, 3, 4 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên gồm : 

a) Một chữ số ? b) Hai chữ số ? с) Hai chữ số khác nhau ? 

Ти các chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên bé hơn 100 ? 
Các thành phố А, В, С, D được nối với nhau bởi các con đường như Hình 26. 
Но: 

а) Có bao nhiêu cách đi tir А đến D mà ша B và С chi một lần ? 


b) Có bao nhiêu cách di từ А đến D rồi quay lại А ? 


Hình 26 


Có ba kiểu mặt đồng hồ đeo tay (vuông, tròn, elip) và bốn kiểu dây (kim 
loại, da, vải và nhựa). Hỏi có bao nhiêu cách chọn một chiếc đồng hồ gồm 
một mặt và một dây 2 


HOÁN VỊ - CHỈNH HỢP - TỔ HỢP 


І- HOÁN VỊ 


1. 
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Định nghĩa 


Ví du 1. Trong một trận bóng đá, sau hai hiệp phụ hai đội vẫn hoà пеп phải 
thực hiện đá luân lưu 11 m. Một đội đã chọn được năm cầu thủ để thực 
hiện đá năm quả 11 m. Hãy nêu ba cách sắp xếp đá phạt. 

Giải. Để xác định, ta giả thiết tên của năm cầu thủ được chọn là A, B, С, 
D, E. Để tổ chức đá luân lưu, huấn luyện viên cần phân công người đá thứ 
nhất, thứ hai, ... và kết quả phân công là một danh sách có thứ tự gồm tên 
của năm cầu thủ. Chẳng hạn, nếu viết DEACB nghĩa là D đá quả thứ nhất, 
Е đá quả thứ hai, ... và В đá quả cuối cùng. 


Có thể nêu ba cách tổ chức đá luân lưu như sau : 

Cách 1 : ABCDE. 

Cách 2 :ACBDE. 

Cách 3 : CABED. 8 

Mỗi kết quả của việc sắp thứ tự tên của năm cầu thủ đã chọn được gọi là 
một hoán vị tên của năm cầu thủ. 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho tập hợp А gồm n phần tử (n > 1). 


Mỗi kết quả của sự sắp xếp thứ tự n phần tử của tập hợp А 
được gọi là một hoán vị của n phần tử đó. 


1 
Ñ liệt kê tất cả các số gồm ba chữ số khác nhau từ các chữ số 1,2,3. 
NHẬN XÉT 


Hai hoán vị của n phần tử chỉ khác nhau ở thứ tự sắp xếp. 


Chẳng hạn, hai hoán vị abc và аср của ba phần tù a, b, c là 
khác nhau. 


Số các hoán vị 


Ví dụ 2. Có bao nhiêu cách sắp xếp bốn bạn An, Bình, Chi, Dung ngồi vào 
một bàn học gồm bốn chỗ ? 


Giải. Рё đơn giản, ta viết А, В, С, D thay cho 
tên của bốn bạn và viết ACBD để mô tả cách 
xếp chỗ như Hình 27. 


a) Cách thứ nhất : Liệt kê. Hình 27 


Các cách sắp xếp chỗ ngồi được liệt kê như sau : 
ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB, 
BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA, 
САВР, САРВ, CBAD, CBDA, CDAB, СОВА, 
DẠCB, DABC, DBAC, ОВСА, DCAB, DCBA. 


4 
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Như vậy сб 24 cách, mỗi cách cho ta một hoán vị tên của bón bạn và 
ngược lại. 
b) Cách thứ hai : Dùng quy tắc nhân. 

- Có bốn cách chọn một trong bốn bạn để xếp vào chỗ thứ nhất. 

- Sau khi đã chọn một bạn, còn Ба bạn nữa. Có ba cách chọn một bạn xếp vào 


chỗ thứ hai. 


- Sau khi đã chọn hai bạn rồi còn hai bạn nữa. Có hai cách chọn một bạn ngồi 
vào chô thứ ba. 


- Bạn сӛп lại được xếp vào chỗ thứ tư. 
Theo quy tắc nhân, ta có số cách xếp chỗ ngồi là 
4.3.2.1=24 (cách). m 


Kí hiệu P, là số các hoán vị của n phần tử. Ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


0—1) 271. 


Chứng minh. Đề lập được mọi hoán vị của n phần tử, ta tiến hành nhu sau : 
Chọn một phần tử cho vị trí thứ nhất. Có n cách. 


Sau khi chọn một phần tử cho vị trí thứ nhất, có n — 1 cách chọn một phần 
tử cho vị trí thứ hai. 


Sau khi đã chọn n - 2 phần tử cho n – 2 vị trí đầu tiên, có hai cách chọn 
một trong hai phần tử còn lại để xếp vào vị trí thứ n— 1. 
Phần tử còn lại sau cùng được xếp vào vị trí thứ ø. 
Như vậy, theo quy tắc nhân, có n.(n — 1)... 2.1 kết quả sắp xếp thứ tự n 
phần tử đã cho 
Vậy 

Р,-п(п-1)..21.ш 


CHÚ Ý 


Kí hiệu n(n— 1)... 2.1 là п! (đọc là n giai thừa), ta có 


2 
Аы... giờ học môn Giáo dục quốc phòng, một tiểu đội học sinh gồm mười người 
được xếp thành một hàng dọc. Hỏi có bao nhiêu cách xếp ? 


П - CHỈNH НОР 
1. Định nghĩa 


Ví du 3. Một nhóm học tập có năm bạn А, В,С, D, E. Hãy kể ra vài cách phân 
công ba bạn làm trực nhật : một bạn quét nhà, một bạn lau bảng và một bạn 


sắp 


àn ghế. 


Giải. Та có bàng phân công sau đây. 


Quét nhà Lau Бапа Sắp bàn ghế 
A С р 
А р G 
с В Е 


Mỗi cách phân công nêu trong bảng trên cho ta một chính hop chập 3 сйа5. ш 


Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 
ĐỊNH NGHĨA 


Cho tập hợp А gồm n phần tử (n > 1). 
Kết quả của 


lấy k phần tử khác nhau từ ø phần tử của tập 
hợp A và sắp xếp chúng theo một thứ tự nào đó được gọi là 
một chỉnh hợp chập k của n phần tử đã cho. 


3 
А. mặt phẳng, cho bốn điểm phân biệt A, В, С, D. Liệt kê tất са сас vectơ khác 
vectơ - không mà điểm đầu và điểm cuối của chúng thuộc tập điểm đã cho. 
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Số các chinh hợp 


Trở lại Ví dụ 3, ngoài cách tính số cách phân công trực nhật bằng phương, 
pháp liệt kê, ta còn có một cách khác là sử dụng quy tấc nhân. Để tạo nên 
mọi cách phân công, ta tiến hành như sau : 


- Chọn một bạn từ năm bạn để giao việc quét nhà. Có 5 cách. 


— Khi đã chọn một bạn quét nhà rồi, chọn tiếp một bạn từ bốn bạn còn lại 
để giao việc lau bảng. Có 4 cách. 


— Khi đã có các bạn quét nhà và lau bảng rồi, chọn một bạn từ ba bạn còn lại 
để giao việc sắp bàn ghế. Có 3 cách. 


Theo quy tắc nhân, số cách phân công trực nhật là 
5.4.3= 60 (cách). 
Nói cách khác, ta có 60 chỉnh hợp chập 3 của 5 bạn. m 
Kí hiệu АЁ là số các chinh hợp chập k của n phần tử (1 < k < n). Ta có định lí 
sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


п(п = 1 


-(п-К-1). 


Chứng minh. Её tạo пеп mọi chỉnh hợp chập k của n phần tử, ta tiến hành 
như sau : 


Chọn một trong п phần tử đã cho xếp vào vị trí thứ nhất. Có cách. 


Khi đã có phần tử thứ nhất, chọn tiếp một trong n — 1 phần tử còn lại xếp 
vào vị trí thứ hai. Có п— 1 cách. 


Sau khi đã chọn k — 1 phần tử rồi, chọn một trong n — (k — 1) phần tử còn lại 
xếp vào vị trí thứ k. Có n — k+ 1 cách. 
Tùr đó theo quy tắc nhân, ta được 


АК = пп 1)... (п= k+1)..M 


Ví dụ 4. Có bao nhiêu số tự nhiên gồm năm chữ số khác nhau được lập từ các 
chữ số 1, 2,..., 9 2 


Giải. Mỗi số tự nhiên có năm chữ số khác nhau được lập bằng cách lấy 
năm chữ số khác nhau từ chín chữ số đã cho và xếp chúng theo một thứ tự 


nhất định. Mỗi số như vậy được coi là một chỉnh hợp chập 5 của 9. Vậy số 
các số đó là 


А -=9.8.7.6.5= 15 120.8 
CHÚ Ý 


а) Với quy ước 0! = 1, ta có 


k n! 


АЁ = А 
(n-k)! 


<k<ñh. 


b) Mỗi hoán vị của n phần tử cũng chính là một chỉnh hợp 
chập n của n phần tử đó. Vì vậy 


II - TỔ HỢP 
1. Định nghĩa 


Ví ди 5. Trên mặt phẳng, cho bốn điểm phân biệt А, В, С, Ð sao cho không 
có ba điểm nào thẳng hàng. Hỏi có thể tạo nên bao nhiêu tam giác mà các 
đỉnh thuộc tập bốn điểm đã cho 2 


Giải. Mỗi tam giác ứng với một tập con gồm ba điểm từ tập đã cho. Vậy ta 
có bốn tam giác ABC, ABD, ACD, BCD. 8 


Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 
ĐỊNH NGHĨA 


CHÚ Ý 


Giả sử tập А có n phần tử (п > 1). Mỗi tập con gồm k phần tử 
của А được gọi là một tó hợp chập k của п phần tử đã cho. 


Só k trong định nghĩa cần thoả mãn điều kiện 1 < k < n. Tuy vậy, 
tập hợp không có phần tử nào là tập rỗng nên ta quy ước gọi tổ 
hợp chập 0 của ø phần tử là tập rỗng. 


4 
А... tập A= [1, 2, 3, 4, 5}. Hãy liệt kê các tổ hợp chập 3, chập 4 của 5 phần tử của А. 
51 


А 
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Số các tổ hợp 


Kí hiệu gt là só các tổ hợp châp k của n phần tử (0 < k < n). 
Ta сб dinh lí sau dày. 
ĐỊNH LÍ 


Chứng minh. Với k = 0, công thức hiển nhiên đúng. 
Với k > 1, ta thấy một chỉnh hợp chập k của n phần tử được thành lập như sau : 
— Chọn một tập con k phần tử của tập hợp gồm n phần tử. Có ck cách сһоп. 
- Sáp thử tu k phần tử chọn được. Có k! cách. 
Vậy theo quy tác nhân, ta có số các chỉnh hợp châp k của n phần tử là 
АЁ = CER! 
АК ! 
Từ đó Ck =—t=————.m 
k! kl(n— kh)! 
Ví dụ 6. Một tổ có 10 người gồm 6 nam và 4 nữ. Cần lập một đoàn đại biểu 
gồm 5 người. Hỏi : 
а) Có tất cả bao nhiêu cách lập ? 
b) Có bao nhiêu cách lập đoàn đại biểu, trong đó có ba nam, hai nữ ? 
Giải 
a) Mỗi đoàn được lập là một tổ hợp chập 5 của 10 (người). Vì vậy, số đoàn 
đại biểu có thể có là 
5 10! 
10 = — = 252. 
515! 
b) Chon 3 người từ 6 nam. Có 6 cách сһоп. 
Chon 2 người từ 4 nữ. Có & cách сһоп. 


Theo quy tắc nhân, có tất cả C3.C2 = 20.6 = 120 cách lập đoàn đại biểu 
gồm ba nam và hai nữ. m 
5 


Có 16 đội bóng đá tham gia thi đấu. Hỏi cần phải tổ chức bao nhiêu trận đấu sao 
cho hai đội bất kì đều gặp nhau đúng một lần 2 


3. Tinh chất của các së CË 


Ті định lí về công thức tính số các tổ hợp chập k của n phần tử, ta có các 
tính chất sau đây. 


а) Tính chất 1 


СЁ = Сп | (0<k<n). 


Chẳng һап, СУ = СЗ = 35. 


b) Tính chất 2 (công thức Ра-хсап) 


е (1 <k<m. 


п— 
Chẳng һап, СЭ + C$ = C$ = 70. 
Ví dụ 7. Chúng minh rằng, với 2 < k < n — 2, ta có 
[4 =2 k—1 k 
Cũ = Cn -2 + 261-72 +Сл-2. 
Giải. Theo Tính chất 2, ta có 
снае Тао ви q) 
1 k k 
С„-2 + Cn-2 = Сы. 2) 
Công các vế tương ứng của (1) và (2) và theo Tính chất 2, ta có 


4-2 Бі аі Е. Е k 
С„-2 + 2С„—2 + С„-2 = Сър + Спр = С„.ш 


BÀI ĐỌC THÊM 


TÍNH SỐ CÁC HOÁN VỊ VÀ SỐ CÁC TỔ HỢP 
BẰNG MÁY TÍNH BỎ TÚI 


Có thể sử dụng máy tính bỏ túi để tính số các hoán vị n! và số các tổ Һорс“. 
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1. Tính số сас hoán vị bằng máy tính bó túi 


Dùng máy tính bỏ túi СА5/О fx - 500MS để tính n!, ta ấn các phím theo trình tự 
sau: 
xi 


SHIFT 
Ấn só n, ấn phím E, ãn phím 
ở dòng thứ hai. 
Ví dụ 1. Tính 101. 
Ta bấm liên tiếp các phím sau : 
SHI хі 

== 
Dòng thứ hai hiện ra 3,628,800. 
Vậy 10! = 3 628 800. 
2. Tính số các tổ hợp bằng máy tính bỏ túi 


іп phím Й khi đó, kết quả sẽ hiển thị 


Dùng máy tính bỏ túi CASIO fx - 500 MS để tính e, , ta ấn các phím theo trình tự sau : 
Ấn số n, ấn phím @ ấn só k, ấn phím (ЕЕ ка quả hiển thị ở dòng thứ hai. 
Ví dụ 2. Tính C), . 


Ta ấn liên tiếp các phím sau : 


Dòng thứ hai hiện ra 792. 


Vậy CÌ, = 792. 


Bài tập 
Từ các chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6, lập các số tự nhiên gồm sáu chữ số khác 
nhau. Hỏi : 
а) Có tất са bao nhiêu số 2 
b) Có bao nhiêu số сһап, bao nhiêu số lẻ ? 
с) Có bao nhiêu số bé hơn 432 000 ? 
Có bao nhiêu cách sắp xếp chỗ ngồi cho mười người khách vào mười ghế 
kê thành một dãy 2 
Giả sử có Бау bông hoa màu khác nhau và ba lọ khác nhau. Hỏi có bao 
nhiêu cách cắm ba bông hoa vào ba lọ đã cho (mỗi lọ cắm một bông) ? 


4. Có bao nhiêu cách mắc nối tiếp 4 bóng đèn được chọn từ 6 bóng đèn khác 
nhau 2 


5. Có bao nhiêu cách cắm 3 bông hoa vào 5 lọ khác nhau (mỗi lọ cắm không 
quá một bông) nếu : 
а) Các bông hoa khác nhau ? 
b) Các bông hoa như nhau ? 


6. Trong mặt phẳng, cho sáu điểm phân biệt sao cho không có ba điểm nào 
thẳng hàng. Hỏi có thể lập được bao nhiêu tam giác mà các đỉnh của nó 
thuộc tập điểm đã cho ? 

7. Trong mặt phẳng có bao nhiêu hình chữ nhật được tạo thành từ bốn đường 
thẳng song song với nhau và năm đường thẳng vuông góc với bốn đường 
thẳng song song dö? 


$7 NHI THÚC NIU-TƠN 


1- CÔNG THỨC NHỊ THỨC NIU-TƠN 


Та сб: 
(a+b) =a + 2ab + 2 = Cña? + Cha'h! + с), 
(а+ b) = аз + ЗаЬ + 3ab? + bŠ = của? + са? + Cary + CïnŠ. 
Ж 
Khai triển biểu thức (а + b thành tổng сас đơn thức. 


Tổng quát, ta thừa nhận công thức khai triển biểu thức (а + b)” thành tổng 
các đơn thức như sau : 


ыс Бк „ыс Кена ш + CHỤP, (1) 


Công thức (1) được gọi là công thức nhị thức Niu-tơn. 
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HỆ ООА 
Với a=b= 1,ta có 2" = C? + CÍ + ...+ C. 
Với а= 1; b=-—l,tacó 
0206 xbsvb€DFel-setbGlffef 
CHÚ Ý 
Trong biểu thức ở vế phải của công thức (1): 
а) Số các hạng tử là n + 1. 
b) Các hạng tử có số mũ của а giảm dần từ п đến 0, số mũ của 
b tăng dần từ 0 đến л, nhưng tổng các số mũ của а và b trong 
mỗi hạng tử luôn bằng п. 


с) Các һе số của mài hạng tử cách đều hai hạng tử dầu và cuối 
thì bằng nhau. 


Ví dụ 1. Khai triển biểu thức (x + yÉ. 
Gidi. Theo công thúc nhi thúc Niu-ton ta có 
(x+ у) = (0:0 + chy + беу” + сызу? + Cix yt + Сфху? + сёуб 
= yË + ву + 15х15? + 20у? + 152y1 + бху) + уб. п 
Ví dụ 2. Khai triển biểu thức (2х- ду, 
Giải. Theo công thức nhi thức Niu-ton ta có 
(2х 3)!~ C8(2x)† + CÍ(2x))(—3) + C2(2x)2(—-3)2 + C32x(—3)) + C4(—3) 
= 16x" — 96y” + 216v” – 216+ 81. ш 
Ví dụ 3. Chứng tó rằng với n > 4, ta có 
CŨ + + е Сонот, 
Giải Kíhiệu A= CŨ +С? +... 
B= с, FE +» 
Theo Не quà ta сб А В, 
0-А-В. 


п—1 


Từ đó suy ra A=B=2 . ш 


П – ТАМ GIÁC PA-XCAN 


Trong công thức nhị thức Niu-ton ở muc I, cho n = 0, 1, ... và xếp các hệ số 
thành dòng, ta nhận được tam giác sau đây, gọi là fam giác Ра-хсап. 


п=0 1 

п=1 1 1 

п=2 1 2 1 

n=3 1 3 3 1 

п=4 1 4 6 4 1 

п=5 1 5 ` ` 1 

кей 1 6 15 20 15 6 1 

n=1 1 ТІ 21 35 35 21 7 1 
NHẬN XÉT 


k 


Từ công thức С, = се + @ + suy га cách tính các số ở mỗi 


dòng dựa vào các số ở dòng trước nó. Chẳng hạn 


с2- GÌ + C2 =4+6= 10. 


2 
А... tam giác Ра-хсап, chứng tó rằng : 
а)1%2%3-4-С2; 


b)1+2+..+7= С2. 


Bài tập 
1. Viết khai triển theo công thức nhị thúc Niu-tơn : 
1 13 
a) (a+ 2b); b) (a -42 ; 905-1) I 
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2 


6 
ГЕ 90% am. Б 2 
іш һе só спа х? trong khai triển của biểu thức : É: + 5] ” 
Ж 


Biết һе số của 22 trong khai triển của (1 — 3x)” là 90. Tim n. 


8 
9%. è p 52 n 1 
іш số hạng không chúa x trong khai triển của б + 1) ` 
& 


Ті khai triển biểu thức (3x — а)" thành đa thức, hãy tính tổng các hệ só 
của đa thức nhận được. 


Chứng minh rằng : 
a) 1 9 — 1 chia hết cho 100; 


b) 101.00 — | chia hết cho 10 000; 
oola +10) -(1- vioz] là môt sõ nguyên. 


BAN CÓ BIẾT ? 


PA-XCAN (PASCAL) 


Ра-хсап là nhà toán học, vật lí học và triết học người 
Pháp. Pa-xcan lúc nhỏ là một cậu bé thần đồng. Cha cậu 
nhận thấy điều này. Không muốn sớm làm mệt óc con, 
ông cấm cậu bé Pa-xcan học toán. Song điều này càng 
kích thích tính tò mò của cậu. Năm 12 tuổi, một hôm cậu 
hôi cha "Hình học là gì 2". Cha cậu giải thích sơ qua cho 
cậu hiểu. Pa-xcan rất lấy làm thích thú. Cậu liền bước 
theo con đưởng đúng là thiên hướng của mình. Không cần 
sách vở, một mình cậu tự chứng minh được rằng tổng các 
góc trong một tam giác bằng hai góc vuông. Ở tuổi 16, 
Pa-xcan viết công trình đầu tiên của mình về các thiết 
diện cônic. 

Pa-xcan viết hàng loạt công trình về các chuỗi số và các hệ số nhị thức. Pa-xcan đã 
đưa ra bång các hệ số của sự khai triển của (а + b)” dưới dạng một tam giác, 
ngày nay gọi là "Tam giác Pa-xcan". Pa-xcan đã tìm ra các hệ số nhị thức bằng 
phương pháp quy nạp toán học, đó là một trong những phát minh quan trọng của 
ông. Điều mới mẻ ở đây là Pa-xcan phát hiện ra rằng các hệ số nhị thức chính là 


Blaise Pascal 
(1623 - 1662) 


số сас tổ hợp chập k của n phán tử уа Ра-хсап đã dùng chúng để giải những bài 
toán của lí thuyết xác suất. 

МӘ! cống hiến lớn nữa của Ра-хсап là việc khởi thảo phép tính các đại lượng vô 
cùng bé. 

Về mặt kĩ thuật, ngay từ năm 1642, lúc mới 19 tuổi, Pa-xcan đã sáng chế ra một 
máy tính để thực hiện các phép tính số học. Nguyên tắc của máy này đã là xuất 
phát điểm cho việc chế tạo máy tính điện tử về sau này. 

Để ghi nhớ công lao của người đầu tiên đã sáng chế га máy tính, các nhà tin học 
đã đặt tên cho một ngôn ngữ máy tính rất phổ biến là ngôn ngữ Pa-xcan. 

Về vật lí, Pa-xcan đã nghiên cứu áp suất của khí quyển và các vấn đề thuỷ tĩnh học. 
Теп của Ра-хсап đã được đặt cho một miệng núi lửa trên Mặt Trăng. 


5% РНЕР THÚ VÀ BIÉN СӨ 


I- PHÉP THÚ, KHÓNG GIAN MÀU 


1. 


Phép thử 


Một trong những khái niệm cơ bản của lí thuyết xác suất là phép thử. Một 
thí nghiệm, một phép đo hay một sự quan sát hiện tượng nào đó, ... được 
hiểu là phép thử. 

Chẳng hạn, gieo một đồng tiền kim loại (gọi tắt là dồng tiền), rút một quân 

bài từ cỗ bài tú lơ kho (cỗ bài 52 lá) hay bắn một viên đạn vào bia, ... là 

những ví dụ về phép thử. 

Khi gieo một đồng tiền, ta không thể đoán trước được mặt ghi số (mặt 

ngửa, viết tát là N) һау mat kia (mat вар, viết таг là 5) sẽ xuất hiện (quay 

lên trên). Đó là ví dụ về phép thứ ngẫu nhiên. 

Một cách tổng quát : 
Pháp thử ngẫu nhiên là phép thử mà ta không đoán trước 
được kết quả của nó, mặc dù đã biết tập hợp tất cả các kết quả 
có thể có của phép thử đó. 


Để đơn giản, từ nay phép thử ngẫu nhiên được gọi tất là phép thử. Trong 
Toán học phổ thông, ta chỉ xét các phép thử có một số hữu hạn kết quả. 
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А 


Không gian mẫu 


1 


Hãy liệt kê các kết quả có thể của phép thử gieo 


mội con súc sắc. 


Ví dụ 1. Gieo một đồng tiền (h.28). 
Đó là phép thử với không gian mẫu 
Q = {%, М). Ó đây, S kí hiệu cho kết 
quả "Mặt sáp xuất hiện" và N kí hiệu 


cho kết quả "Mặt ngửa xuất hiện". 

Ví dụ 2. Nếu phép thử là gieo một 
đông tiên hai lần thì không gian mẫu 
gồm bốn phần tử : О = {55, SN, NS, NN}, 


Тар hợp các kết quả có thể xảy ra của một phép thử được gọi là 
không gian máu của phép thử và kí hiệu là О (đọc là ô-mê-ga). 


Hai mặt đồng tiên 
Hình 28 


trong đó, chẳng hạn, SN là kết quả "Lần đầu đồng tiên xuất hiện mặt sáp, 


lần thứ hai đồng tiền xuất hiện mặt ngửa", 


Ví dụ 3. Nếu phép thử là gieo một con súc sắc hai lần, thì không gian mẫu 


gồm 36 phần tử : Q = {Œ, |) 


i, j= 1,2,3, 4, 5, 6}, ở đó (i, j) là kết quả 


"Lần đầu xuất hiện mặt 7 chấm, lần sau xuất hiện mặt j chấm” (h. 29). 


ЕГІ ЧЕН (ЕЙ 
ЕН (“ТН ЕН 
HH F:JE8 EA 


Hình 29 


п- BIẾN CỐ 


Ví dụ 4. Gieo một đồng tiên hai lần. Đây là phép thử với không gian mẫu 
Q= {%S,SN, NS, ММ). 

Ta thấy sự kiện A : "Kết quả của hai lần gieo là như nhau" có thể xảy ra 

khi phép thử được tiến hành. Nó xảy ra khi và chỉ khi một trong hai kết quả 

SS, NN xuất hiện. Như vậy, sự kiện А tương ứng với một và chỉ một tập 

con {55, NN} của không gian mẫu. Chính vì lẽ đó, ta đồng nhất chúng với 

nhau và viết A = |55, NN}. Ta gọi А là một biến cố. 

Tương tự, biến cố B : "Có ít nhất một lần xuất hiện mặt ngửa" được viết là 

B= {SN, NS, NN}. 

Ngược lai, tập con C = |58, SN} là biến có có thể phát biểu dưới dạng 

mệnh đề : "Мат вар xuất hiện trong lần gieo đầu tiên”. 

Các biến cố А,В và С ở trên đều gắn liền với phép thử gieo một đông tiên 

hai lần nên ta nói chúng liên quan đến phép thử đã cho. 


= Một cách tổng quát, mỗi biến cố liên quan đến một © 


phép thử được mô tả bởi một tập con của không gian 
mẫu (h.30). Từ đó ta có định nghĩa sau đây. 


` 


І Biến cố là một tập con của không gian mẫu. тала 89 


Như vậy, một biến cố liên quan đến phép thử là một tập hợp bao gồm các 
kết quả nào đó của phép thử. 

— Cần chú ý rằng biến cố đôi khi được cho dưới dạng một mệnh đề xác định 
tập hợp như đã thấy trong Ví dụ 4, hoặc trong phép thử gieo con súc sắc, biến 
cố A : "Con súc sắc xuất hiện mặt chắn chấm" được cho dưới dạng mệnh đề 
xác định tập con А = {2, 4, 6} của không gian mẫu О = {1, 2, ..., 6}. 

Người ta thường kí hiệu các biến cố bằng các chữ in hoa A, B, С, ... 

— Từ nay về sau, khi nói сло các biến сб А, В, ... mà không nói gì thêm thì 
ta hiểu chúng cùng liên quan đến một phép thử. 


Тар 2 được gọi là biến cố không thể (gọi tắt là biến cố 
không). Còn tập О được gọi là biến cố chắc chắn. 


Chẳng hạn, khi gieo một con súc sắc, biến cố : "Con súc sắc xuất hiện mặt 
7 chấm" là biến cố không, còn biến cố : "Con súc sắc xuất hiện mặt có số 
chấm không vượt quá 6" là biến cố chắc chắn. 

— Ta nói rằng biến cố A xảy ra trong một phép thử nào đó khi và chỉ khi 
kết quả của phép thử đó là một phần tử của А (hay thuận lợi cho А). 
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Ш- PHÉP TOÁN TRÊN CÁC BIẾN CỐ 
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Như vậy, biến сб không thể (tức là Ø) không bao giờ хау ra, trong khi đó, 
biến cố chắc chán Q luôn luôn хау ra. 

Trong Ví dụ 4, nếu xuất hiện kết quả 55 Ші А xảy ra còn В không xảy га. 
Trong khi đó, nếu xuất hiện kết quả SN thì В xảy ra còn А không хау ra. 


A 4 
— Giả sử А là biến cố liên quan đến một phép thử. 
Tập ОХА được gọi là biến cố đối M 
của biến cố A, kí hiệu là А (Ь.31). Hình 31 


Dowe Ао @ ë A,nên А хау ra khi và chỉ khi А không xảy ra. 
Chẳng hạn, nếu phép thứ là gieo một con súc sắc thì biến có В: "Xuất hiện 
mặt chẩn chấm" là biến cố đối của biến cố А: "Xuất hiện mặt lẻ chấm", 
nghĩa là B = A. 
- Giả sử А và B là hai biến cố liên quan đến một phép thử. Ta có định nghĩa sau : 
Tập A U В được gọi là hợp của các biến cố А và В. 
Тар А A В được gọi là giao của các biến cố А và В. 
Nếu A A B= Ø thì ta nói A và В xung khắc. 
Theo định nghĩa, А U В хау ra khi và chỉ khi А хау ra hoặc В 
хау ra; А © В xảy ra khi và chỉ khi А và В đồng thời хау ra. 
Biến cố А A В còn được viết là А.В. 
А và В xung khác khi và chỉ khi chúng không khi nào cùng 
хау ra (h. 32). 


Та có bảng sau : 


Kí hiệu Ngôn ngữ biến cố 

aco A là biến cố ӨӨ 
А=@ A là biến cố không 

А-О A là biến cố chắc chấn Б 
С= АОВ C là biến сб : "А hoặc В" 

C=AnB C là biến cố : "4 và B" Hình 32 
An¬B=Ø A và B xung khắc 

BA A và B dói nhau 


Ге) 


Ví dụ 5. Xét phép thử gieo một đồng tiên hai lần với các biến сб: 

A : "Kết quả của hai lần gieo là như nhau” ; 

В: "Сб ít nhất một lần xuất hiện mặt зар"; 

C : "Lần thứ hai mới xuất hiện mặt sáp" ; 

D: "Lần đầu xuất hiện mặt вар". 
Та сб: 

А = (55, NN} ; В = ISN, NS, SS} ; С = {NS} ; D = (55, SN}. 

Ти 46, 
CUD={59,SN, NS} = B 


Ас D = {SS} là biến cố "Са hai lần đều xuất hiện mặt sáp". 
Bài tập 


Gieo một đồng tiền ba lần. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố : 


А: "Lần đầu xuất hiện mặt 54] 


B: "Mặt sấp xảy ra đúng một lần" ; 
C : "Mặt ngửa хау ra ít nhất một lần". 
Gieo một con súc sắc hai lần. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Phát biểu các biến cố sau dưới dạng mệnh đề : 
A= {(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)} ; 
B= {(2, б), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4,4)}; 


Œ={(, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}. 


Một hộp chứa bốn cái thẻ được đánh số 1, 2, 3, 4. Lấy ngẫu nhiên hai thẻ. 


a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố sau : 
А: "Tổng các số trên hai thẻ là số chẩn" ; 


В: "Tích các số trên hai thẻ là số chấn". 
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Hai xạ thủ cùng bán vào bia. Kí hiệu Ak là biến cố : "Người thứ £ bắn 
trúng", к= 1, 2. 
а) Hãy biểu diễn các biến cố sau qua các biến cố А), Ау: 
A : "Không ai bắn trúng" ; 
B: "Cả hai đều bắn trúng" ; 
C : "Có đúng một người bắn trúng" ; 
D : "Có ít nhất một người bắn trúng". 
b) Chứng tỏ rằng A = D;BvàC xung khắc. 
Тит một hộp chứa 10 cái thẻ, trong đó các ће đánh số 1, 2, 3, 4, 5 màu đỏ, 


thẻ đánh số 6 màu xanh và các thẻ đánh số 7, 8, 9, 10 màu trắng. Lấy ngẫu 
nhiên một thẻ. 


a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Kí hiệu А,В,С là các biến cố sau : 
A: "Lấy được thé màu đỏ" ; 
B: "Lấy được thẻ màu trắng" ; 
С: "Lấy được thẻ ghi số chẩn". 


Hãy biểu diễn các biến cố А, В, C bởi các tập hợp con tương ứng của 
không gian mẫu. 

Gieo một đồng tiền liên tiếp cho đến khi lần đầu tiên xuất hiện mặt sấp 
hoặc cả bốn lần ngửa thì dừng lại. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

) Xác định các biến cố : 

А : "Số lần gieo không vượt quá ba" ; 

B : "Số lần gieo là bến". 

Từ một hộp chứa năm quả cầu được đánh số 1, 2, 3, 4, 5, lấy ngẫu nhiên 
lên tiếp hai lần mỗi lần một quả và xếp theo thứ tự từ trái sang phải. 


a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 
A : "Chữ số sau lớn hơn chữ số trước" ; 
В: "Chữ số trước gấp đôi chữ số sau" ; 
C : "Hai chữ số bằng nhau". 


Ж ж 2 
XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ 


I- ĐỊNH NGHĨA CỔ РІЁМ СОА XÁC SUẤT 


1. 


Định nghĩa 


Một đặc trưng định tính quan trọng của biến cố liên quan đến một phép thử 
là nó có thể xảy ra hoặc không xảy ra khi phép thử đó được tiến hành. Một 
câu hỏi được đặt ra là nó có xảy ra không ? Khả năng xảy ra của nó là bao 
nhiêu ? Như vậy, nảy sinh một vấn đề là cần phải gắn cho biến cố đó một 
con số hợp lí để đánh giá khả năng xảy ra của nó. Ta gọi số đó là xác suất 
của biến cố. 

Ví dụ 1. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất. Các kết 
quả có thể là (h.33) 


[P] EJ EJ E МН 


Ніпһ 33 


Không gian màu của phép thử này сб sáu phần tử, được mó tả như sau 
B= {1,2, 3,4, 5, 6}. 


Do con súc sắc là cân đối, đồng chất và được gieo ngẫu nhiên nên khả 


năng xuất hiện từng mặt của соп súc sắc là như nhau. Ta nói chúng đảng 
kha năng xuất hiện. Vậy khả năng xuất hiện của mỗi mặt là ©° 


Do đó, nếu A là biến сё: "Con súc sắc xuất hiện mặt lẻ" (А = [1, 3, 51) thì 
khả năng хау ra của А là 


L 1.1 3 
-і-і-----, 
6 


số này được gọi là xác suất của biến сб А. 
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1 
Ж. một hộp chứa bốn quả cầu ghi chữ a, hai quả cầu ghi chữ b và hai quả cầu ghi 
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chữ с (h.34), lấy ngẫu nhiên một quả. Kí hiệu : 
A : "Lấy được quả ghi chữ a" ; 

B : "Lấy được quả ghi chữ b" ; 
C :"Lấy được quả ghi chữ с". 


Có nhận xét gì về khả năng хау ra của các biến cố А, В và С ? Hãy so sánh chúng 
với nhau. 


осоо ос GO 


Hình 34 


Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 


Giả sử A là biến cố liên quan đến một phép thử chỉ có một số 


hữu hạn kết quả đồng khả năng xuất hiện. Ta gọi ti số а) 
т 
là хас suất của biến cố А, kí hiệu là P(A). 
P(A) = п(А) у 
тО) 


CHÚ Y 


п(А) là số phần tử của А hay cũng là số các kết quả thuận lợi cho 


biến cố А, còn ø(©) là số các kết quả có thể xây ra của phép thử. 
Ví dụ 


Ví du 2. Gieo ngẫu nhiên một đồng tiền cân đối và đồng chất hai lần. Tính 
xác suất của các biến cố sau : 


a)A : "Mặt sấp xuất hiện hai lần" ; 


b) В: "Mặt sáp xuất hiện đúng một lần" ; 


с) С: "Mặt sáp xuất hiện ít nhất một lần". 


Giải (h.35). Không gian mẫu О = |84, SN, NS, NN) 
gồm bốn kết quả. Vì đồng tiền cân đối, đồng chất và 55 *SN 
việc gieo là ngẫu nhiên nên các kết quả đồng khả năng, 
xuất hiện. Ta có *NS *NN 


a) А = [SS], n(A) = 1, n(Q)= 4, theo định nghĩa ta có 


Q 
қа- Ж. 1, Hinh 35 
по) 4 
b) В = {SN, NS}, n(B) = 2 nên 
B)= n(B) D 22-1. 
тО) 4 2 
с) C= (55, SN, NS}, n(C) = 3 nên 
үс O) 3 
ҚО) 4 


Ví du 3. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất. Tính xác 
suất của các biến cố sau : 


А : "Mặt сһар xuất Шеп"; 
B: "Xuất hiện mặt có số chấm chia hết cho 3" ; 


С: "Xuất hiện mặt có số chấm không bé hơn 3". 


[|| Pd Pa Е Е H 


Hình 36 


Giải. Không gian mẫu có dạng : Q = {1, 2, 3, 4, 5, б}, gồm sáu kết quả 
đông khả năng xuất hiện (h.36). Rë rằng 


А = {2,4,6}, п(А) = 3, 
В- {3,6}, п(В) = 2, 
C= {3, 4, 5, 6), п(С) = 4. 
Ти đó, theo định nghĩa ta có 
PA)= 0-2-2, 
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pej- 2 2.2. 
тО) 6 3 
no- 0-22 4 
по) 6 3 


Ví du 4. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần. Tính 
xác suất của các biến cố sau : 


A : "Só chấm trong hai lần gieo bằng nhau" ; 
В: "Tổng số chấm bằng 8". 


Giải. Như đã biết (xem Ví dụ 3, 4), О = IG, j) 11 <7, j <6}, gồm 36 kết 
quả đồng khả năng xuất hiện. Ta có bảng (xem thêm Hình 29) : 


A= {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}, n(A) = 6, n(Q) = 36. Từ đó, 
theo định nghĩa ta có 


P(A)= HA) 6 _ 1 
по) 36 6 
Tương tu, B — {(2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (1, 4)}, n(B) — 5, (0) – 36 nên 
P(B) = (В) _ 5, 
тО) 36 


I- TÍNH CHẤT СОА XÁC SUÁT 
1. Binh lí 


Giả sử A và B là các biến cố liên шап đến một phép thử сб một số hữu hạn 
kết quả đồng khả năng xuất hiện. Khi đó, ta có định lí sau đây. 
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ĐỊNH LÍ 


a) P(Ø) = 0, P(Q) = 1. 
b) 0 < P(A) < 1, với mọi biến cố А. 


с) Nếu А và В xung khác, thì 
P(A U В) = P(A) + P(B) (công thức cộng xác suất). 


2 
Â minh các tính chất a), b) và c). 


HỆ ООА 


Với mọi biến cố A. ta có 


P(A)= 1 – P(A). 


Chứng mình. Vì АС) А =Q và Ar А =Ø nên theo cóng thúc cóng xác 
suát ta có 


1 = P(Q) = P(A) + Р(А) д 
Tù đó (а có điều phải chứng minh. ш 
2. Ví dụ 


Ví dụ 5. Từ một hộp chứa ba quả cầu 
trắng, hai quả cầu đen (h.37), lấy ngẫu 


nhiên đồng thời hai quả. Hãy tính xác [© О O @ ө 


suát sao cho hai quà йб: 


a) Khác màu ; b) Cüng màu. Hinh 37 


Giải. Mỗi lần lấy đồng thời hai quả cầu cho ta một tổ hợp chập hai của 
năm phần tử. Do đó, không gian mẫu gồm các tổ hợp chập hai của năm 


phần tử và ø(Q) = c > 10: 
Vì việc lấy quả cầu là ngẫu nhiên nên các kết quả đó đồng khả năng. 
Kí hiệu А: "Hai quả khác màu", В: "Hai quả cùng màu”. 
Vì chỉ có hai màu đen hoặc trắng nên ta thấy ngay B = A. 
а) Theo quy tắc nhân, n(A) = 3 .2 = 6. 
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Do dó 
mA) 6 3 


P(A)= 1 
(а) по) 10 5 


b) Vì 8= А nên theo hệ quả ta có 
P(B) = Р(А) = 1 – P(A)= Z, " 
Ví dụ 6. Một hộp chứa 20 quả cầu đánh số tir 1 đến 20. Lấy ngẫu nhiên 
một quả. Tính xác suất của các biến cố sau : 
а) А: "Nhận được quả cầu ghi số chẩn" ; 
b) B : "Nhận được quả cầu ghi số chia hết cho 3 ; 
сС)А В; 
d) С: "Nhận được quả cầu ghi số không chia hết cho 6". 


Giải. Không gian mẫu được mô tả là Q = (1, 2, ..., 20} gồm 20 kết quả 
đồng khả năng, n(Q) = 20. 


а) A = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20}, n(A) = 10 nên 


Р(А) = А) a 1 
по) 20 2 
b) B = {3, 6, 9, 12, 15, 18}, n(B) = 6. 
Ти dó 
P(B)= nB) 6 _ 3. 
до) 20 10 
c) МА ДВ = {6, 12, 18}, n(A A B) = 3 nên 
кала 02208). 3. 
тО) 20 


d) Vì А A B = {6, 12, 18}, nên А A B là biến сб: "Nhận được quả cầu ghi 
số chia hết cho 6". Do đó, С là biến cố đối của biến có А N В, ta сб 
C=AonBvà 


EAE E N ЛІ, 
20 20 


ш — CÁC BIẾN сб ĐỘC LẬP, CÔNG THÚC NHÂN XÁC SUẤT 


Ví du 7. Bạn thứ nhất có một đồng tiền, bạn thứ hai có con súc sắc (đều 
cân đối, đồng chất). Xét phép thử "Bạn thứ nhất gieo đồng tiền, sau đó bạn 
thứ hai gieo con súc вас” (h.38a). 

a) Mô tả không gian mẫu của phép thử này. 

b) Tính xác suất của các biến cố sau : 

А : "Đồng tiền xuất hiện mặt вар"; 

B: "Con súc sắc xuất hiện mặt 6 chấm" ; 


C "Con súc sắc xuất hiện mặt lẻ". 


с) Chứng tó Р(А.В)- P(A).P(8) ; P(A.C) = P(A).P(€). 1 S1 

Giải 2 2 %2 

a) Không gian mẫu của phép thử có dang 2 3 63 
Q= (51, 52, 53,54,55, 56, МІ, М2, М3, N4, N5, N6}. /§=— 

М $ 3 x А 4 S 

Theo giả thiết, О gồm 12 kết quả đồng khả năng, N е 

xuất hiện (h.38b). 

6 56 

E к! 

2 j 2 № 

Q з м 

> ми 

52 4 м 

a) b) ` 5 N5 

Hình 38 6 N6 


b) Tathấy A= {S1, S2, $3, S4, $5,56},  n(A)=6; 
B= {56, Мб}, n(B) = 2; 
C= (NL, N3, N5, 51, 53, S5}, n(C) = 6. 


Từ đó na... 
Оо) 12 2 
{в}. 2. lu 

mO 12 6 

Е Б 

о) 12 2 
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п(А.В) _ ұй 


Ró ràng A.B = |86) уа Р(А.В)- I 
c) Rõ ràng {56} và P( ) ҚО) 12 


Тасб 


1 11 
Р(А.В) = — = —.— = Р(А)Р(В). 
(А.В) 922% (А)Р(В) 
Tương tự, А.С = |51, 53,85); 


ЖАСА. 11 = P(A)P(C). ш 


PCC = 
ШО) 12 4 22 


Trong Ví dụ 7, ta nhận thấy xác suất xuất hiện mỗi mặt của con súc sắc là 


сі|- 


không, phụ thuộc vào việc đồng tiền xuất Шеп ша! "зар" hoặc "ngửa". 

Nếu sự хау ra của một biến cố không ảnh hưởng đến xác suất xảy ra của 
một biến cố khác thì ta nói hai biến cố đó độc Гар. Như vậy, trong Ví dụ 7, 
các biến cố А và В độc lập và cũng vậy, А và С độc lập. 


"Tổng quát, đối với hai biến cố bất kì ta có mối quan hệ sau : 


A và B là hai biến cố độc lập khi và chỉ khi 


P(A.B) = Р(А).Р(В). 


BÀI ĐỌC THÊM 


MỞ RỘNG QUY ТАС CÔNG VÀ 
CÔNG THỨC CỘNG XÁC SUẤT 


Quy tắc cộng còn được mở rộng đối với các tập hợp hữu hạn, có giao khác rỗng. 
Có thể chứng minh được rằng, với hai tập hợp hữu hạn A và B bất kì, ta có 

n(A хә В) = n(A) + n(B) – n(A  B) (quy tắc bao hàm và loại trừ). 
Ví dụ 1. Một tổ mười người sẽ được chơi hai môn thể thao là cầu lông và bóng 
bàn. Có năm bạn đăng kí chơi cầu lông, bốn bạn đăng kí chơi bóng bàn, trong đó 
có hai bạn đăng kí chơi cả hai môn. Hỏi có bao nhiêu bạn đăng kí chơi thể thao ? 
Bao nhiêu bạn không đăng kí chơi thể thao 2 


Giải. Kí hiệu X là tập hop các hoc sinh trong tổ ; A là 
tập hợp các học sinh đăng kí chơi cầu lông, B là tập 
hợp các học sinh đăng kí chơi bóng bàn (h.39), thế thì 
п(Х)= 10, (А) = 5, n(B) = 4, n(A В) = 2. Như уау: 
AB là tập hợp các bạn đăng kí chơi thể thao. Vì 
n(A © В) = 2 nên số bạn đăng kí chơi thể thao là X 
n(A O В) = n(A) + n(B) - n(A c B) = 5+ 4— 2= 1 (bạn). 
Từ đó, số bạn không đăng kí chơi môn thể thao nào là Hình 39 

п(Х)- n(A O B) = 10 — 7= 3 (bạn). Ш 
Nhờ quy tắc cộng mở rộng, ta có công thức cộng xác suất mở rộng sau đây. 


Với hai biến cố A và B bất kì cùng liên quan đến một phép thử, 
ta có 


P(A u В) = P(A) + PŒ) – P(A .B) 

Ví dụ 2. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối đồng chất hai lần. Tính хас 
suất của các biến cố sau : 

A : "Lần thứ nhất xuất hiện mặt 6 chấm" ; 

B: "Lần thứ hai xuất hiện mặt 6 chấm" ; 


C : "Ít nhất một lần xuất hiện mặt 6 chấm" ; 


D : "Không lần nào xuất hiện mặt 6 chấm". 
Giải. Ta có Q = {Œ, b 11 <i, j < 6}, trong đó ilà số chấm xuất hiện trong lần gieo 
thứ nhất, j là số chấm xuất hiện trong lần gieo thứ hai, n(O) = 36. Như vậy 
A={(6.,j)|1<j<6]},n(A) =6; 
B={(i,6)| 1 <i <6}, n(B)=6; 
C=AUB,D= С,Ас\В= {(6,6)}, n(A ¬B) = 1. 
Ти 46, theo đinh пдһїа ta có 


raj- 6 =. P(s)-70)_ 6 ЕН 

ЖО) 36 6 aQ) 36 6 
mm... 
n(Q) 36 


Theo nhàn xét ta сб 
L J) 1 11 
P(C) = P(A ОВ) = P(A) + P(B)- Р(А. В) = —+—-— = —. 
КОВЕР ЕВЕ) на ае 
Theo һё quá ta có 
= II 25 
Р(Ы)- Р(С)-1-Р(С)-1------.Ш 
(D)= Р(С) (С) 36. 136 
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Bài tập 


Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cán đối và đồng chất hai lần. 
a) Hãy mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Tổng số chấm xuất hiện trong hai lần gieo không bé hơn 10" ; 
B : "Mặt 5 chấm xuất hiện ít nhất một lần". 

с) Tính P(A), P(B). 

Сб bốn tấm bìa được đánh số từ 1 đến 4. Rút ngẫu nhiên ba tấm. 
a) Hãy mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Tổng các số trên ba tấm bìa bằng 8" ; 

B: "Các số trên ba tấm bìa là ba số tự nhiên liên tiếp”. 

с) Tính P(A), P(B). 


Một người chọn ngẫu nhiên hai chiếc giày từ bốn đôi giày cỡ khác nhau. 
Tính xác suất để hai chiếc chọn được tạo thành một đôi. 


Gieo một con súc sắc cân đối và đồng chất. Giả sử con súc sắc xuất hiện 
mặt Б chấm. Xét phương trình x? + bx + 2 = 0. Tính xác suất sao cho : 

a) Phương trình có nghiệm ; 

b) Phương trình vô nghiệm ; 

с) Phương trình có nghiệm nguyên. 

Từ cỗ bài tú lơ khơ 52 con, rút ngẫu nhiên cùng một lúc bốn con. Tính xác 
suất sao cho : 

а) Cả bón con đều là át ; 

b) Được ít nhất một con át ; 

с) Được hai con át và hai con K. 

Hai bạn nam và hai bạn nữ được xếp ngồi ngẫu nhiên vào bón ghế xếp 
thành hai dãy đối diện nhau. Tính xác suất sao cho : 

a) Nam, nữ ngồi đối diện nhau ; 


b) Nữ ngồi đối diện nhau. 


Có hai hộp chứa các quả cầu. Hộp thứ nhất chứa 6 quả tráng, 4 quả đen. 
Hộp thứ hai chứa 4 quả trắng, 6 quả đen. Từ mỗi hộp lấy ngẫu nhiên một 
quả. Kí hiệu : 
A là biến cố 
B là biến cố : "Quả lấy từ hộp thứ hai trắng”. 


Quả lấy từ hộp thứ nhất trắng" 


а) Xét xem А và В có độc lập không. 
b) Tính xác suất sao cho hai quả cầu lấy ra cùng màu. 


с) Tính xác suất sao cho hai quả cầu lấy ra khác màu. 


BÀI ĐỌC THÊM 


ĐỊNH NGHĨA THỐNG KÊ CÚA XÁC SUẤT 


Một đồng tiền cân đối 


а đồng chất được gieo n lần. Kí hiệu п, là số lần xuất 
hiện mặt sáp 5 trong n lần gieo đó. 

п 2 А ч 
Та gọi tỉ зб f (S) = — là tán suất xuất hiện mặt sáp trong п lần gieo. 

п 


Bằng thực nghiệm ta thấy, tần suất thay đổi khi ta thực hiện loat n lần gieo khác cũng 
như khi tăng số lần gieo. 


Tuy nhiên với n khá lớn, tán suất пау có tính ổn định, nghĩa là nó dao động xung 


quanh số 2 và khi n tàng, tần suất ngày càng gần số 2. 


Ta có thể hình dung điều đó qua bảng các kết quả gieo đồng tiền của các nhà 
toán học Buýp-phông (Buffont) và Piếc-sơn (Pearson) sau đây. 


Người gieo | Số lần gieo Số lần xuất hiện mặt S Tần suất 
Buýp-phông | 4040 2048 0,5069 
Piếc-sơn | 12000 6019 0,5016 
Piếc-sơn | 24000 12012 0,5005 

58 2 mà tần suất f,(S) dao động quanh nó được gọi là xác suất của biến có 5 


theo quan điểm thống kê. 


J9 


Một cách tổng quát : 
Kí hiệu na là số lần xuất hiện biến cố А trong một dãy n phép thử 
được lặp đi lặp lại (dãy các phép thử lặp). Tỉ số Ph, goi là tán suát 
xuát hién bién có A. ғ 
Khi л tăng, Ta ngày càng gân môt sõ P(A) xác dinh. Nguòi ta gọi 
só P(A) dó ша suất của biến сб А theo quan điểm thống kê. 


Trong trường hợp phép thử chỉ có một số hữu hạn kết quả đồng khả năng xuất 
hiện thì số P(4) trong định nghĩa này trùng với số P(4) trong định nghĩa cổ điển 
của xác suất. Do đó, định nghĩa thống kê của xác suất là một sự mở rộng thực sự 
của định nghĩa cổ điển của xác suất. 


Nhà toán học Thuy Sĩ J.Béc-nu-li (Jacob Bernoulli) là người đầu tiên phát hiện ra 


ñ " 
tính ổn định thống kê của dãy tần suất —2. 
п 


Роаїхдпд (Poisson) là người đầu tiên gọi quy luật ón định của tần suất là luật số lớn. 


Ôn tập chương II 


hát biểu quy tắc cộng, cho ví dụ áp dụng. 


p= 


Phát biểu quy tác nhân, cho ví du áp dụng. 


3. Phân biệt sự khác nhau giữa một chỉnh hợp châp k của n phần tử và một tổ 
hợp chập k của n phần tử. 


4. Có bao nhiêu số chẵn có bốn chữ số được tạo thành từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 
4,5, 6 sao cho : 


a) Các chữ số có thể giống nhau ? 
) Các chữ số khác nhau ? 


5. Xếp ngẫu nhiên ba bạn nam và ba bạn nữ ngồi vào sáu ghế kê theo hàng 
ngang. Tìm xác suất sao cho : 


а) Nam, nữ ngồi xen Ке nhau ; 
) Ba bạn nam ngồi cạnh nhau. 


6. Từ một hộp chứa sáu quả cầu trắng và bốn quả cầu đen, lấy ngẫu nhiên 
đồng thời bốn quả. Tính xác suất sao cho : 


а) Bốn quả lấy ra cùng màu ; 


) Có ít nhất một quả màu trắng. 
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14. 


7. Gieo một con súc sắc ba lần. Tính xác suất sao cho mặt sáu chấm xuất hiện 
ít nhất một lần. 

8. Cho một lục giác đều ABCDEF. Viết các chữ cái A, В, С, D, E, F vào sáu 
cái thẻ. Lấy ngẫu nhiên hai thẻ. Tìm xác suất sao cho đoạn thẳng mà các 
đầu mút là các điểm được ghi trên hai thẻ đó là : 

a) Cạnh của lục giác ; 
b) Đường chéo của lục giác ; 
с) Đường chéo nối hai đỉnh đối diện của lục giác. 
9. Gieo đồng thời hai con súc sắc. Tính xác suất sao cho : 
a) Hai con súc sắc đều xuất hiện mặt chẩn ; 
b) Tích các số chấm trên hai con súc sắc là số lẻ. 
Bài tập trắc nghiệm 
Chọn phương án đúng : 

10. Lấy hai con bài từ cỗ bài tú lơ khơ 52 con. Số cách lấy là : 

(A) 104; (B) 1326 ; (C) 450; (D) 2652. 

11. Năm người được xếp vào ngồi quanh một bàn tròn với năm ghế. Số cách 
xếp là : 

(А) 50; (В) 100; (С) 120; (D) 24. 

12. Gieo một con súc sắc hai lần. Xác suất để ít nhất một lần xuất Шеп mặt sáu 
chấm là : 

12 11 6 8 
(А) асі (В) аб (С) 562 (D) 56” 


. Từ một hộp chứa Ба quả cầu trắng và hai quả cầu đen lấy ngẫu nhiên hai 


quả. Xác suất để lấy được cả hai quả trắng là : 


9 12 10 6 

A)—: B)—: C)—: р) —. 

@ 30 ®) 30 © 30 w 30 

Gieo ba con súc sắc. Xác suất để số chấm xuất hiện trên ba con như nhau là : 
12 1 6 3 

A)—: В)--: C) — ; D) —. 

@ 216 ( ) 216 © 216 Ф) 216 
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Gieo một đồng tiền cân đối và đông chất bốn lần. Xác suất để cả bốn lần 
xuất hiện mặt sấp là : 
4 2 1 6 
А)—; в)—; C)—; D) —. 
iT (В) © ig Diis 


BẠN CÓ BIẾT ? 
BÉC-NU-LI 


Béc-nurli (Jacob Bemoulli) sinh ngày 27 tháng 2 năm 
1654 ở Ba-xlơ (Basle) Thuy Sĩ. Ông là người nghiên 
cứu Toán đầu tiên trong dòng họ Béc-nu-li có nhiều 
nhà toán học. Cha ông, Мі-соча Béc-nư-li (1623 - 1708) 
muốn ông trở thành mục sư. Mặc dù phải học 
Thần học, ông vẫn say mê nghiên cứu Toán học. 
Một số công trình quan trọng nhất của ông được 
công bố trong cuốn sách Nghệ thuật phỏng đoán 
năm 1713, bao gồm các lĩnh vực của đại số tổ hợp : 
hoán vị, tổ hợp, các số Béc-nu-li và lí thuyết xác 
suất. Đặc biệt, luật số lớn đối với dãy phép thử Béc-nu-li được công bố trong 
cuốn sách đó. Cuốn sách của ông được coi là sự mở đầu của lí thuyết xác suất. 
Béc-nu-li bắt đầu giảng Triết học tự nhiên, Cơ học ở trường Đại học Tổng hợp 
Ba-xlơ năm 1682 và trở thành Giáo sư toán năm 1687. Ông tiếp tục làm việc ở đó 
cho đến khi mất (ngày 10 tháng 8 năm 1705). 


Bernoulli 
(1654 - 1705) 


uñu SÕ . CÁP 50 CONG Уй EñP 50 пнап 


Chuong 


pñu sí . СЯР 50 CONG 
vh СЯР số NHAN 


Phần đầu của chương giới thiệu Phương pháp quy nap toán học, một phương pháp 
chứng minh nhiều khẳng định toán học, liên quan đến tập số tự nhiên. Đây là một 
phương pháp chứng minh quan trọng và hữu hiệu trong Toán học. 

Phần tiếp theo là các khái niệm со bản về айу số (hữu hạn và vô hạn), sẽ được gặp 
nhiều trong các chương của Giải tich. 

Cấp số cộng và cấp số nhân là hai dãy số đặc bit và có nhiều ứng dụng, được trình 
bày hệ thống và chỉ tiết ở cuối chương. 


< Z PHƯƠNG PHÁP QUY МАР TOÁN HỌC 


І- PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 
А 
Xét hai mệnh đề chứa biến P(n) : "3” < n + 100" và О(п): "2” > п" với n ем. 
a) Với п = 1,2, 3, 4, 5 thì Рп), О(п) đúng hay sai 2 
b) Với mọi n е N° thi P@), О(п) dúng hay sai ? 
Dể chứng minh những mệnh dé liên quan đến số tự nhiên n е N° 


là đúng với mọi mà không thể thử trực tiếp được thì có thể 
làm như sau : 

Bước 1. Kiểm tra rằng mệnh đề đúng với n = 1. 

Bước 2. Giả thiết mệnh đề đúng với một số tự nhiên bất kì n = k > 1 
(gọi là giả thiết quy nạp), chứng minh rằng nó cũng đúng với 
n=k+1. 

Dó là phương pháp quy nạp toán học, hay còn gọi tắt là 


phương pháp quy nạp. 


Một cách đơn giản, ta có thể hình dung như sau : Mệnh đề đã đúng khi n = 1 
nên theo kết quả ở bước 2, nó cũng đúng với n = 1 + 1 = 2. Vì nó đúng với 
п = 2 nên lại theo kết quả ở bước 2, nó đúng với n= 2 + 1 = 3, ... Bằng cách 


ấy, ta có thể khẳng định rằng mệnh đề đúng với mọi số tự nhiên n є м. 
H - VÍ DỤ ÁP DUNG 


Ví du 1. Chúng minh ràng vói n € м thà 
КЕРЕГІ ы (1) 
Giải 
Bước 1. Khi n = 1, vế trái chỉ có một số hạng bằng 1, vế phải bằng 174 
Vậy hệ thức (1) đúng. 
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Bước 2. Đặt vế trái bằng S„. 
Giả sử đẳng thức đúng với n = k > 1, nghĩa là 
%„=1+3+5+..+(2k-1)= É (giả thiết quy nạp). 
Та phải chứng minh rằng (1) cũng đúng vói n = k + 1, tức là 
S¡=1+3+5+..+(2k— 1)+[2@&+1)~ 1]= (k+ ĐỂ. 
Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có 
S¡=S/+[2Œ&+1)~ = É + 2k + 1= (k + ĐỂ. 
Vậy hệ thúc (1) đúng với mọi n е N”. m 
2 


Chứng minh rằng với n е № thì 


това а ЕШ. 


Ví du 2. Chúng minh ràng vói n е N” thì m — n chia hết cho 3. 
Giải. Đặt А„ = пъп. 
Bước 1. Với n = 1,ta có Ау = 0:3. 
Bước 2. Giả sử với n = k > 1 ta có 
Ar= (È — k) }3 (giả thiết quy nạp). 
Та phải chứng minh Ax. : 3. 
“Thật vậy. ta có 
Ак (К+ DŸ—(+1)=kŸ+3/2+3k+1—k— 1 
= (K - k) + 32+ k) 
= Ap + 3(K + D. 


Theo giả thiết quy пар A% : 3, hơn nữa, 3(#? + k) : 3 nên Ана 23. 


3 x. ү, д % ж 
Vậy А, = п -n chia hết cho 3 với mọi e N .8 
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CHÚ Ý 
Nếu phải chứng minh mệnh dë là đúng với mọi số tự nhiên n >р 
(p là một số tự nhiên) thì : 
* Ó Dước 1, ta phải kiểm tra mệnh dé đúng với n = р; 
* Ó bước 2, ta giả thiết mệnh dë đúng với số tự nhiên bất kin = k > p 
và phải chứng minh rằng nó cũng đúng với n = k + 1. 

3 

Cho hai số 3” và 8л với n е N°. 


а) So sánh 3” với 8m khi n = 1,2, 3, 4, 5. 
b) Dự đoán kết quả tổng quát và chứng minh bằng phương pháp quy nạp. 
Bài tập 


$ > 4 ж ж. ше z „ 
Chứng minh rằng убіл е N , ta có các dang thức : 


3)2+528+ tân 1= TT TỦ, 
Ж, 
Е ЕТЕ #1. 
27478 2" 2" 


2_ щп+1)2п+1) 
6 


с) PDF Бый 
Chúng minh ràng vói n е N „†a CÓ : 
a) п + Зп2+ 5n chia hết cho 3 ё 
Ы) 4" + 15п- 1 chia hết cho 9 ; 
c) па chia hét cho 6. 


Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n > 2, ta có các bất đẳng thức : 


а) 3” >3m +1; b)2"!! > 2л + 3, 


Cho tóng 5, "15°С vóin e М. 
А } n(n + 


a) Tính 51, 82, Уз. 
b) Dự đoán công thức tính tổng 5, và chứng minh bằng quy nạp. 


Chứng minh rằng số đường chéo của một đa giác lồi п cạnh là ас». 


ВАМ СО вїЁт? 
SUY LUẬN QUY МАР 


Người ta thường phân biệt hai hình thức suy luận, đó là suy diễn và quy nạp. 
Suy diễn hay còn gọi là phép suy diễn là đi từ cái chung đến cái 
riêng, từ tổng quát đến cụ thể. 


Chẳng hạn, từ định lí "Mọi số tự nhiên có chữ số tận cùng là 0 hoặc 5 đều chia 
hết cho 5", ta suy ra 135 và 170 chia hết cho 5. Trong suy diễn, nếu mệnh đề 
tổng quát là đúng thì kết luận có được bao giờ cũng đúng. 


Còn quy nạp hay còn gọi là phép quy пар lại đi từ cái riêng đến 
cái chung, từ cụ thể đến tổng quát. 


Ví dụ : So sánh các số А(п)- шт! với В(п) = 2004 + n, trong đó n е №. Bàng 
phép thử với n = 1, 2, 3, 4 ta có : A(1) < B(1) ; A(2) < B(2) ; A(3) < B(3) ; А(4 < B(A). 
Từ đây, ta kết luận 


"10771 < 2004 + n với mọi n < 4" (1) 
Rõ ràng kết luận này đúng. 
Tuy nhiên, cũng từ kết quả của phép thử trên, nếu vội kết luận : 

"107! < 2004 + п với mọi n е №" (2) 
thì lại sai lầm vì với n = 5 ta có : 

10> 2004 + 5 (tương tự, với n = 6. 7. 8, ...). 
Đến đây, nếu kết luận tiếp : 

"10771 > 2004 + n với mọi n > 5", (3) 
sau đó với phép thử, cho dù có nhận được kết quả đúng với n bằng bao nhiêu 
chăng nữa thì vẫn không thể coi là đã chứng minh được mệnh đề (3). 
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Mënh дё (3) së duoc ch(mg minh пёи айпа phuong pháp quy пар 
toán học. 


Các mệnh đề (2), (3) có được là kết quả của phép quy nạp không 
hoàn toàn, trong đó mệnh đề (2) là sai còn mệnh đề (3) là đúng. 
Do phép thử chỉ có tính dự đoán, nên kết quả của phép quy nạp 
không hoàn toàn chỉ là già thuyết, và việc phải làm tiếp theo là 
chứng minh hay bác bỏ. 

Dưới đây, ta xét thêm vài ví dụ lịch sử. 

Phéc-ma (P. Fermat) nhà toán học Pháp (1601 - 1665) khi xét các số dạng 22" +1 

Ф 0 2L 2 3 
thấy rằng với n = 0, 1,2, 3, 4 thì 27 +1=3; 22 +1=5;27 +1=17; 22 41-257; 
24 2. z ` x 2 

2? +1 = 65 537 đều là những số nguyên tố. Từ đó, ông dự đoán rằng "Mọi số có 

dạng 2? +1 vón є N đều là những số nguyên tố". 

Tuy nhiên, 100 năm sau, nhà toán học Thuy Sĩ Ơ-le (Euler, 1707 - 1783) lại phát 
25 

hiện ra rằng 22 +1 không phải là số nguyên tó vì : 

22 +1= 4294 967 297 : 641. 
Cũng chính Phéc-ma là tác giả của giả thuyết nổi tiếng mà người đời sau gọi là 
định lí cuối cùng của Phéc-ma : "Phương trình x” + y” = z” không có nghiệm 


nguyên dương với mọi số tự nhiên л > 2". Năm 1993, tức là hơn 350 năm sau, giả 
thuyết này mới được chứng minh hoàn toàn. 


Nhà toán học Đức Lai-bơnit (Leibniz 1646 — 1716) đã chứng minh được rằng Yn е N° 
thi) п 3; nl 5, п-п: 7, Хаб ông dự đoán với mọi nguyên dương 


và với mọi số lễ p thì л? — n : р. Tuy nhiên, chỉ ít lâu sau chính ông lại phát hiện га 


29-2-510 không chia hết cho 9. 

Lịch sử toán học đã để lại nhiều ey kiện thú vị xung 
quanh các giả thuyết có được bằng suy luận quy nạp 
không hoàn toàn (hoặc bằng phép tương tự). Có những 
giả thuyết đã bị bác bó, có nhiều giả thuyết đã được 
chứng minh, có những giả thuyết mà vài trăm năm sau 
vẫn không được chứng minh hay bác bỏ. Tuy nhiên, việc 
tìm cách chứng minh hay Бас bó nhiều giả thuyết đã có 
tác dụng thúc đẩy sự phát triển của toán học. 


Fermat 
(1601 - 1665) 


2 DÃY SỐ 


I- ĐỊNH NGHĨA 


1 
А... hàm ső fo- пе N°. Tính K1), #2), А3), А4), R5). 


ТЕ 
1. Binh nghĩa dãy số 
Mỗi hàm số и xác định trên tập các số nguyên dương. N được 
gọi là một đấy số vỏ hạn (gọi tắt là dãy số). Kí hiệu : 
и: >R 
п» u(n). 
Người ta thường viết dãy số dưới dang khai triển 
Мү, Hạ, M3, ..., lạ, ws 
trong đó и, = u(n) hoặc viết tất là (w„), và gọi и) là số hạng đầu, и, là số 
hạng thứ п và là số hạng tổng quát của dãy số. 
Ví dụ 1 
а) Рау các số tự nhiên lẻ 1, 3, 5, 7, ... có số hạng đầu иј = 1, số hạng tổng 
quất u, = 2n – 1. 
b) Бау các số chính phương 1, 4, 9, 16, ... có số hạng đầu u; = 1, số hạng, 
tổng quát и, = п. 


2. Біпһ nghĩa dãy số hữu han 


| Mỗi hàm só и xác định trên tập M = {I, 2, 3,.....m} với m € N 
được gọi là một đấy số hữu hạn. 
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Dạng khai triển của nó là Uj, Hạ, Из, .... Um trong йб иу là số hạng đầu, 


И là số hạng cuối. 


Ví dụ 2 

a) =5, —2, 1, 4, 7, 10, 13 là dãy số hữu hạn có u; --5, иу = 13. 

b) LLLA 5 là dãy số hữu hạn có иу = Ш.с 4. 
24 8 16 32 2 32 


II - CÁCH CHO MỘT DÃY SỐ 


2 
Ж. nëu сас phuong pháp cho mët hàm só và ví du minh hoa. 
1. Dãy số cho bằng công thức của số hạng tổng quát 


Ví dụ 3 
gB 
n 


a) Cho dãy вб(и,) với и,-(-1) (1) 


Từ công thức (1), ta có thể xác định được bất kì một số hạng nào của 


үз 3? 243 
dãy số. Chang han, u5 = С? = жата 
Nếu viết dãy số này dưới dạng khai triển, ta được 
л 
=3, A =Ð; ЗГ. з сау, Sh 
2 4 n 


b) Бау số (u,) với и, = 


có dang khai trién là 


n 
Ул +1 


1 2. 3 п 


2 pir M341) "Jar 


Như vậy, dãy số (и,) hoàn toàn xác định nếu biết công thức số hạng tổng 


quát и, của nó. 


3 

Ас, пат së hang dáu và só hang tóng quát сйа сас dày só sau : 
а) бау nghich dào cúa các só tu nhiën 16; 
b) Бау сас só tu nhiën chia cho 3 du 1. 
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Cũng giống như hàm số, không phải mọi dãy số đều có công thức số hạng 


tổng quát и, Dưới đây, ta nêu thêm các cách khác để cho một dãy số. 


2. Бау số cho bằng phương pháp mô tả 
Ví dụ 4. Số п là số thập phân vô hạn không tuần hoàn 
7= 3,141 592 653 589... 
Nếu lập dãy số (и,) với и, là giá trị gân đúng thiếu của số л với sai số tuyệt đối 
10” thì 
ир= 3,1; Hạ = 3,14; mạ = 3,141; nạ = 3,1415 ;.... 


Đó là dãy số được cho bằng phương pháp mô tå, trong đó chỉ ra cách viết 
các số hạng liên tiếp của dãy. 


3. Бау số cho bằng phương pháp truy hôi 


Ví du 5. Бау Phi-bô-na-xi® là dãy số (и,) được xác định như sau : 


i =uy=1 
Up = Up] tạ 2 уділ >3, 


nghĩa là, kể từ số hạng thứ ba trở đi, mỗi só hạng đều bằng tổng của hai số 
hạng đứng ngay trước nó. 

Cách cho dãy số như trên được gọi là cho bằng phương pháp truy hồi. 

Nói cách khác, cho một dãy số bằng phương pháp truy hồi, tức là : 

а) Cho số bạng đầu (hay vài số hạng đầu). 


b) Cho hệ (hức truy hôi, tức là hệ thức biểu thị số hạng thứ n qua số hạng 
(hay vài số hạng) đứng trước nó. 

А: 
Viét mười số hạng đầu của dày Phi-bô-na-xi. 


(*) Phi-bô-na-xi (Fibonacci, 1170 - 1250) — Thương gia. nhà toán học I-ta-li-a. 
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ш- BIỂU DIỄN HINH нос СОА DÃY SỐ 


Vì dày số là một hàm số trên NỈ nên ta có thể biểu diễn dãy số bằng đồ 
thị. Khi đó trong mặt phẳng toạ độ, dãy số được biểu diễn bằng các điểm 
có toa độ (n ; и,). 


Ví dụ 6. Day số (u) với „= 1 


có biểu diễn hình học như trên Hình 40 : 
п 


tín 


Hình 40 


2 3 4 5 

tị = 2, Hạ = —, из = —, Hạ= —,... 

1 2 2 3 3 4 4 

Тау nhiên, người ta thường biểu diễn các số hạng của một dãy số trên trục 


số. Chẳng hạn, dãy số Е sẽ -) có biểu diễn hình học như trên Hình 41. 
п 


¡ 54a 
1.3 2 2 
— r rn . 
0 HẠ uz uz uj u(n) 
Hình 41 
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IV - рАҮ SỐ ТАМО, рдү SÓ GIẢM VÀ DÃY SỐ ВІ CHAN 


А: 
Cho сас дау số (и„) và (ғ,)удін,- 1+ = зур = Šn — 1. 


п 


а)Тіпһ и. Yai- 


b) Chứng minh и, у <и, và v„.¡ >у„,убтоїлє №. 


1. Бау số tăng, dãy số giảm 
ĐỊNH NGHĨA 1 

Гау số (и,) được gọi là đấy số făng nếu ta có и, > u, với 
mọi n€ ы. 
Рау số (и,) được gọi là đấy số війт nếu ta có и, рр < и, với 
mọi n€ №. 

Ví du 7. Оду số (u„) với и, = 2n — 1 là dãy số tăng. 

Thật vậy, với mọi n є N° xét hiệu ир — п. Ta có 

шы-Шш-2(п41)-1-(2п- 1)= 2. 


Do u,+1 — Un > 0 nên и, уу > Up. Ш 


Ví du 8. Dãy số (u,) với u, = — là dãy số giảm. 
~ 


Ung < 
n+l Та có 


Thật vậy, với moi n є N °, vi и„ > 0 nên có thể xét ti số 


и, 


шы _ n+l `. п+1 
ГА 3n+1 ` gn 3n 
хаса kl xẻ, Миз 
Dê thấy <i nên —““ < 1 suy ra и, < uy. 8 


п иы 
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CHÚ Ý 
Không phải mọi dãy số đều tăng hoặc giảm. Chẳng hạn, dãy 
số (w„) với u, = (—3)”, tức là dãy 
-3,9,-27,81,... 
khóng tàng và cüng khóng giám. 


ау số bị chặn 


2. Б 
А? 
Chứng minh các bất đẳng thức — 


1 
"2-1 2 2п 


ĐỊNH NGHĨA 2 
Рау số (и,) được gọi là bi chặn trên nếu tôn tại một số М 
sao cho 

ш,<М,Уле NỈ. 


Рау số (u„) được gọi là bị chặn dưới nếu tôn tại một số т 


sao cho 
* 
и 2 т, Упє М. 


Рау số (и,) được gọi là bi chặn nếu nó vừa bị chặn trên vừa bị 
chặn dưới, tức là tồn tại các số т, М sao cho 


т<и,<М,Упе №. 


Vídu 9 
а) Бау só Phi-bó-na-xi bị chặn dưới vi и, > 1 với moi n е №. 


п 


b) Гау số (u,) với п, = 


bị chặn vì 0 < — є 
пе +1 п +1 2 
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BẠN CÓ BIẾT ? 


HOA, LÁ VÀ DÃY SỐ PHI-BÔ-NA-XI 


xi thường gặp trong thiên = 
lá ігеп сапһ сау moc cách 

nhau các khoảng ứng với сас số trong dãy số 

Phi-bô-na-xi (còn gọi là các số Phi-bô-na-xi) 

3,5,8, 13, 21,34, 55, 89, ... (Е) 

Số cánh hoa trong hầu hết các bóng hoa là các 

số trong dãy (F). Hoa loa kèn có 3 cánh, hoa 

mao lương vàng có 5 cảnh, hoa phi убп có 8 


cánh, hoa cúc vạn thọ 13 cánh, hoa cúc tây 21 Eibonaedf 
cánh, còn hoa cúc thường có 34 hoặc 55, hoặc (1170 - 1250) 
89 cánh. 


Trong hoa hướng dương cũng xuất hiện các số Phi-bô-na-xi. Những nụ nhỏ kết 
thành hạt ở đầu bông hoa và xếp thành hai lớp đường xoắn ốc. Một lớp cuộn theo 
chiều kim đồng hồ, lớp đường xoắn kia cuộn theo chiều ngược lại. Số các đường 
xoắn ốc theo chiều kim đồng hồ thường là 34 hoặc 55, còn số đường xoắn theo 
chiều ngược lại thường là 55 hoặc 89, ... 

Ngoài những điều thú vị trên, một số vấn đề của kiến trúc, hội hoạ, âm nhạc, ... 
cũng liên quan đến các số Phi-bô-na-xi. 


Hoa hướng dương 
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Bài tâp 


1. Viét nám số hạng đầu của các dãy só có só hạng tổng quát и, cho bởi công thức : 


n 
a) = —— ; b) m =; 
2-1 2" +1 


D” 
с) „„=|l+T—]| 4 ФУ =ч ==, 


п 


Ге) 


Cho dày số (и,), biết : 


Ш--І. ar Hạ +3 убіп> L. 
a) Viết năm số hạng đầu của dãy số. 
b) Chứng minh bằng phương pháp quy пар: и, = 3n — 4. 


3. Dãy số (u,) cho bởi : 


U =3; цр = ү! + lệ зт. 


а) Viết năm só hạng đầu của dày số 


b) Dự đoán công thức số hạng tổng quát и, và chứng minh công thức đó 
bằng phương pháp quy nạp. 


4. Xét tính tăng, giảm của các dày số (и,), biết : 


1 п-1 
а) аты О шек: 
с) u = (21) 0”+1); йды =Z. 


5. Trong các dãy số (w„) sau, dãy số nào bị chặn dưới, bị chặn trên và bị chặn 2 


2 1 
а) иһ = 2п -1; b) k ng. 
c) u, = 1 £ d) w, = sinn + cosn. 
ди =l 
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52 САР SỐ CỘNG 


1- ĐỊNH NGHĨA 


1 
А. bốn số hạng đầu của một dãy số là –1, 3, 7, 11. 
Từ đó hãy chỉ ra một quy luật rồi viết tiếp năm số hạng của dãy theo quy luật đó. 


ĐỊNH NGHĨA 
Cấp số cộng là một dãy số (hữu hạn hoặc vô hạn), trong đó kể 
từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng số hạng đứng ngay 
trước nó cộng với một số không đổi а. 


Số d được gọi là công sai của cấp số cộng. 


Nếu (и„) là cấp số cộng với công sai d, ta có công thức truy hồi 


* 
цір = tụ +d ухіпеК. (1) 


Đặc biệt khi d = 0 thì cấp số cộng là một đấy số không đổi (tất cả các số 
hạng đều bằng nhau). 
Ví dụ 1. Chứng minh dãy số hữu hạn sau là một cấp số cộng : 
1, 3,711, 15. 
Giải VÌ 3-11( 4); 11= 71C 4); 
-7--3%(-4); -15=-11+ (4) 


nên theo định nghĩa, dãy số 1, -3, -7,-11,-15 là một cấp số cộng với 
công sai d = - 4. Ш 


2 

An: ; 1 À 
Cho (и„) là một cấp số cộng có sáu số hạng với r = E d= 3. Viët dang khai trién 
cúa nó. 
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II - SỐ HẠNG TỔNG QUÁT 


3 
А: và Hùng chơi trò xếp сас que diêm thành hình tháp trên mặt sân. Cách xếp 
được thể hiện trên Hình 42. 


БІЛЕГІГІ A | 


1 tầng 2 táng 3 tầng 
Hình 42 


Hỏi : Nếu tháp có 100 tầng thì cần bao nhiêu que diêm để xếp tầng đế của tháp ? 
ĐỊNH LÍ 1 


Nếu cấp số cộng (и,) có số hạng đầu и) và công sai d thì số 


hạng tổng quát и, được xác định bởi công thức : 


ш-ш + (n - l)d với n > 2. (2) 


Chứng mình. Ta sẽ chứng mình công thức (2) bằng quy nạp. 

Khi n = 2 thì u) = u + d, vậy công thức (2) đúng. 

Giả sử công thức (2) đúng với n = k >2, tức là up = ну + (k — 1)d. 

Та phải chứng minh rằng (2) cũng đúng với n= k + 1, tức là нкү = t + kd. 

Тһа vậy, theo định nghĩa cấp số cộng và giả thiết quy nạp ta có 
иар = u + а= [ui +(k— 1)đ] + d= u + kd. 

Vậy и„= u; + (n— 1)d với n >2. m 

Ví dụ 2. Cho cấp số cộng (u,), Ыёи = – 5, d = 3. 

а) Tìm И15. 

b) Só 100 là só hang thú Бао nhiéu ? 
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с) Biểu diễn các số hang и, иу, из, ид, иу trên trục số. Nhận xét vị trí của 

mỗi điểm и), из, ид so với hai điểm liền Ке, 

Giải. Cấp số cộng có и = –5, d = 3. 

а) Theo công thức (2) ta cố uj5 = =5 + (15- 1) . 3= 37. 

b) Theo công thức (2) ta сб и, = –5 + (n – 1) . 3. Vì u„ = 100 nên 
-5-(п-1).3-100, từ đó л = 36. 

с) Năm số hạng của cấp số cộng là -5, -2, 1, 4, 7 được biểu diễn bởi các 


điểm u, иу, из, ид, из tương ứng trên Hình 43. 


ц ил из ил us 
———sH—4—.———— > 
-5 2 от 4 7 
Ніпһ 43 


26 š È š Mạ +u, 
Điểm из là trung điểm của đoạn изид, һау из = — = 


Та cũng có kết quả tương tự đối với из và п.ш 
Đây là một tính chất đặc trưng của cấp số cộng mà ta sẽ xét dưới đây. 
Ш - TÍNH CHẤT CÁC SỐ HẠNG СОА САР SỐ CỘNG 
ĐỊNH LÍ 2 
Trong một cấp số cộng, mỗi số hạng (trừ số hạng đầu và 


cuối) đều là trung bình cộng của hai số hạng đứng Ке với 
nó, nghĩa là 


ш. ЧЫ TK với >2. (3) 


Chứng minh. Giả sử (и„) là cấp số cộng với công sai d. Sử dụng công thức (1) 
với k > 2, ta có uk р = Ug — d ; и „у= uk + d. 


Uki m 


Suy ra иь + шеу = 20, hay ug = 7 
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IV - TỔNG n SỐ HẠNG ĐẦU СОА MỘT САР SỐ CỘNG 


А 4 
Сар số cộng gồm tám số hạng -1, 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27 được viết vào bång sau : 


củi 3 Ed 11 15 19 23 27 


а) Нау chép lai bàng trên và viết các số hạng của сар số đó vào dòng thứ hai 
theo thứ tự ngược lại. Nêu nhận xét về tổng của các số hạng ở mỗi cột. 
b) Tính tổng các số hạng của cấp số cộng. 
Та công nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH тіз 
Cho cấp số cộng (и,). Đặt Sp = t + и + Hạ +... + Up. 
Khi đó 


HẦM, + и„) 
S, = "=з 


(4) 


CHÚ Y 


Viu,= uí+ (n — 1)d nên công thức (4) có thể viết 


Si 
Sp = пщ „Ан, 


(4) 


Ví dụ 3. Cho dãy số (u,) với и, = 3n — 1. 

а) Chứng minh dày (и,) là cấp số cộng. Tìm u, và а. 

b) Tính tổng của 50 số hạng đầu. 

с) Biết S„ = 260, tìm n. 

Giải 

а) Viu, = 3n — 1 nên ишу = 2. 

Với n > 1, xét hiệu u,+ — и, = 3(n + 1) – 1- (3n – 1) = 3, suy ra 
иһ+ = и, + 3. Vậy (и„)1й cấp số cộng với công sai d = 3. 
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Ге) 


b) Vì ш = 2, d= 3, п = 50 nên theo công thức (47) ta có 
50.49 


550 = 50.2 + 3 = 3715. 


с) Vì u = 2, d = 3, S„ = 260 nên theo công thức (47) ta có 
n(n- 1) 


$, = п2 + 


п 


3 = 260 hay 3u” + п — 520= 0. 
Giải phương trình bậc hai trên với n є N, ta tìm được n= 13. m 
Bài tập 


Trong các dãy số (и,) sau đây, dãy số nào là cấp số cộng 7 Tính số hạng 
đầu và công sai của nó. 


а) u„=5— 2n; b) = 2-1; 
2 
п 7-3п 

c)u,=3 ; d) u, = 5 š 
Tìm só hạng đầu và công sai của các cấp số cộng sau, biết : 

H| = из + u5 = 10 uq — из = 8 
а b 

u + Hẹ = 17; uz i7 = 15. 


Trong các bài toán về cáp số cộng, ta thường gặp năm đại lượng u, d, n, 
Un Sn- 


а) Hãy viết các hệ thức liên hệ giữa các đại lượng đó. Cần phải biết ít nhất 
mấy đại lượng để có thể tìm được các đại lượng còn lại ? 


b) Lập bảng theo mẫu sau và điền số thích hợp vào ó trống. 


и, а Nu n S, 
=2 55 20 
544; 15 120 
3 2. 7 
27 
17 12 12 
2 =5 -205 
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Mặt sàn tầng một của một ngôi nhà cao hơn mặt sân 0,5 m. Cầu thang di từ 
tầng một lên tầng hai gồm 21 bậc, mỗi bậc cao 18 em. 


a) Viết công thức để tìm độ cao của một bậc tuỳ ý so với mặt sân. 

b) Tính độ cao của sàn tầng hai so với mặt sân. 

Từ 0 giờ đến 12 giờ trưa, đồng hồ đánh bao nhiêu tiếng, nếu nó chỉ đánh 
chuông báo giờ và số tiếng chuông bằng số giờ ? 


CẤP SỐ NHÂN 


1- ĐỊNH NGHĨA 


А 
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1 
Tục truyền rằng nhà Vua Ấn Độ cho phép người 1 
phát minh ra bàn cờ Vua được lựa chọn một phần 
thưởng tuỳ theo sở thích. Người đó chỉ xin nhà vua 
thưởng cho số thóc bằng số thóc được đặt lên 64 5 
ó của bàn сӛ như sau : Đặt lên ó thứ nhất của Бап + 
cờ một hạt thóc, tiếp đến ó thứ hai hai hạt,...cứ з 
như vậy, số hạt thóc ở ô sau gấp đôi số hạt thóc ở Е 
ó liền trước cho đến ó cuối cùng. 

Hãy cho biết số hạt thóc ở các ô từ thứ nhất đến 
thứ sáu của bàn cờ. 


ĐỊNH NGHĨA 


Сар số пһап là một dãy số (hữu hạn hoặc vô hạn), trong đó 
kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều là tích của số hạng 
đứng ngay trước nó với một số không đổi 4. 
Số q được gọi là công bội của cấp số nhân. 


Nếu (и„) là cấp số nhân với công bội д, ta có công thức truy hồi : 


иы = 1:9 VỚI n € N (1) 


Бас biệt : 
e Khi q = 0, cấp số nhân có dạng ur, 0, 0, ..., 0,... 


e Khi q= 1, cấp số nhân có dạng иу, му, ші, ..., ш, ... 


e Khi иу = 0 thì với mọi q, cấp số nhân có dạng 0, 0, 0, ... 


Ví dụ 1. Chứng minh dãy số hữu hạn sau là một cấp số nhân : 


һі- 
клы 

f 
ье 

" 
ет 
>і- 
„а í © 


Giải. VY 1 = (— af- 


кф 


пеп dày só 


là một cấp số nhân với công bội q = — 7T. m 
п- SỐ HẠNG TỔNG QUÁT 


2 
Жы. doc hoat dóng Ri và cho biết ô thứ 11 có bao nhiêu hạt thóc ? 
Ràng phương pháp ппу nạp, ta eó thể chứng minh được định lí san đây 
ĐỊNH LÍ 1 


Nếu cấp số nhân có số hạng đầu и và công bội 4 thì số hạng, 


tổng quát и, được xác định bởi công, thức 


и = шат! vói n >2. (2) 
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Ví du 2. Cho cấp số nhân (и,) убі ш = 3, q=- =. 


а) Tính u7. 


ы B " š 
b) Hỏi là số hang thứ mấy ? 
) 256 ть У 
Giải 
a) Áp dụng công thức (2), ta có 


6 
ш- шд = 33] = EN 


b) Theo công thúc (2), ta có 


1 п-1 3 pea 1 1 8 
u = 3| — = = | = -|--|. 
2 256 2) 256 2 


Suy ra n- | = 8 Һаул= 9 


Vày só З là số hạng thứ chín. Ш 
256 


Ví dụ 3. Tế bào E. Coli trong điều kiện nuôi cấy thích hợp cứ 20 phút lại 
phân đôi một lần. 

a) Hỏi một tế bào sau mười lần phân chia sẽ thành bao nhiêu tế bào ? 

b) Nếu có 10” tế bào thì sau hai giờ sẽ phân chia thành bao nhiêu tế bào ? 
Giải 

a) Vì ban đầu có một tế bào và mỗi lần một tế bào phân chia thành hai tế 
bào пеп ta có cấp số nhân với иу = 1, q = 2 và m; là số tế bào nhận được 
sau mười lần phân chia. Vậy sau 10 lần phân chia, ső tế bào nhận được là 


ІІ 010 1024. 


u= 1 51 
b) Vì ban đầu có 102 tế bào và mỗi lần một tế bào phân chia thành hai tế 
bào nên ta có cấp số nhân với му = 10, q = 2. Vì cứ 20 phút lại phân đôi 
một lần nên sau hai giờ sẽ có 6 lần phân chia tế bào và u7 là số tế bào nhận 
được sau hai giờ. Vậy số tế bào nhận được sau hai giờ phân chia là 


uy = 102 2771 = 10? 26 = 6 400 000. m 


II - TÍNH CHẤT САС SỐ HẠNG СОА САР SỐ NHÂN 
А: 

Cho cấp số nhân („) với uj =- 2 và q = -1. 

а) Viết năm số hạng đầu của nó. 

b) So sánh и2 với tích нү. u3 và u% với tích иә. ид. 


3 
Nêu nhận xét tổng quát từ kết quả trên. 


ĐỊNH LÍ 2 
Trong một cấp số nhân, bình phương của mỗi số hạng (trừ 


số hạng dán và ceni) đền là tích của hai số hạng đứng kể 
với nó, nghĩa là 


ug = ищу với k 22 (3) 


(hay шд =u 4+1): 


Chứng mình. Sử dụng công thức (2) với k > 2, ta có 


РА k 
uk-15 uq 005 


k 
ире щ.д. 


2—0 w СУ) 
Suy ra uk-I - Uk +1 = u? q =íng ) = и.в 


IV - TỔNG n SỐ HẠNG ĐẦU CỦA МОТ САР SỐ NHÂN 


4 
А. tổng số các hat thóc ở 11 ó đầu của bàn сё nêu ở hoat бото. 


Cấp số nhàn (и,) có công bội 4 có thể viết dưới dang 


2А л-І 
ПИСАТИ 
Khi dó 


Sa = HỊ + Hạ +... + M, = HỊ + шд + ша? dàn rat ша" о. (4) 
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Nhân hai vế của (4) với q, ta được 
q.S, = шаша? иа? + atg. (5) 
Trừ từng vế tương ứng của các đẳng thức (4) và (5), ta được 
(1-4 5,= ш (1-4). 


Та có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 3 
Cho cấp số nhân (и,) với công bội д # 1. Đặt 


S, Ë MJ + Họ +... + Hạ. 


_ щ@й-4")- 
1-4 


CHÚ Y 
Nếu q= 1 thì cấp số nhân là иу, шу, ứạ,.... шу... Khi dó 5, = n.u. 


Ví dụ 4. Cho cấp số nhân (u,), biết иу = 2, us = 18. Tính tổng của mười 
số hạng đầu tiên. 


Giải. Theo giả thiết, иу = 2, из = 18. Ta có 
uz = ша? =>2.4 = 18->4- 53. 


Vậy có hai trường hợp : 


ЕМЕ. 
° q= 3, ta сб son 24-32. so 048; 
1-3 
“ `.) 
S324 n6 ГЕ paya 
1-23) 
5 
Tính tổng S= кам 
З 3 


ы 


BẠN CÓ BIẾT ? 


NHÀ VUA Ам ĐỘ KHÔNG ĐỦ THÓC ĐỂ 
THƯỞNG CHO NGƯỜI ĐÃ PHÁT MINH RA 
BÀN CỜ VUA ! 


Hãy đọc lại А ở 84, chúng ta sẽ thấy số hat thóc để làm phần thưởng chính là 
tổng 64 số hạng đầu của cấp số nhân với u; = 1 và q = 2. Vậy 
64 
§=13244+..422- 6-2”) мү 
1-2 
Cứ cho rằng 1000 hạt thóc nặng 20 gam (cho dù ít hơn thực tế), thì khối lượng 
thóc là 
20264 _1) 
1000 
Nếu đem rải đều só thóc пау lên bề mặt của Trái Đất thì sẽ được một lớp thóc 
dày 9 mm ! Thử hỏi, nhà vua làm sao có được một lượng thóc khổng lồ như vậy ? 


дат = 369 tỉ tấn. 


Bởi tập 
3 5 iy) 
Chứng minh các dãy số| = · 2" |, | — |, || -= là các cấp số nhân. 
5 2° 2 


Cho cấp số nhân (и,) với công bội q. 
а) Biét и| = 2, uç = 486. Tìm 4. 


b) Biết q = 1, Hạ = ж. Тїш uy. 

с) Ві ги, = 3, q = -2. Hỏi số 192 là số hạng thứ máy ? 

Тип các số hạng của cấp số nhân (и,) có năm só hạng, biết : 

а) ta = 3 vàus= 27; b) ua — tạ = 25 và из — u = 50. 
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Тіп сар số nhân có sáu số hạng, biết rằng tổng của năm số hạng đầu là 31 
và tổng của năm số hạng sau là 62. 


= 


Ti lệ tăng dân số của tinh X là 1,4%. Biết rằng số dân của tỉnh hiện nay 
1,8 triệu người. Hỏi với mức tăng như vậy thì sau 5 năm, 10 năm số dân của 
tỉnh đó là bao nhiêu ? 


Cho hình vuông Сү có cạnh bằng 4. Người ta 


chia mỗi cạnh của hình vuông thành bốn phần 
bằng nhau và nối các điểm chia một cách thích 


hợp để có hình vuông Сә (h.44). Từ hình vuông, 


C) lại làm tiếp như trên để được hình vuông C3, .... 
Tiếp tục quá trình trên, ta nhận được dãy các 


hình vuông Ср, Сэ, C3, ..., Cạ,.... Hình 44 


Gọi а, là độ dài cạnh của hình vuông C„. Chứng minh dãy số (а,) là một 
cấp số nhân. 


BÀI ĐỌC THÊM 


DÃY SỐ TRONG HÌNH BÔNG TUYẾT VÔN KỐC 
(HÌNH HỌC FRACTAL) 


Thuật ngữ "Fractal" được Вс-поа Man-đen-bơ-rô (Benoit Mandelbrot) sử dụng 
vào năm 1975. Nó có gốc La-tinh "Fractus", nghĩa là một bề mặt không đều 
giống như một khổi да nứt дау. Theo В. Man-đen-bơ-rô thi : "Hinh học Fractal có 
hai vai trò, nó diễn tả hình học của sự hỗn độn và nó cũng có thể diễn tả về hình 
học của núi, mây và các dải ngân hà". 

Các Fractal có hình thù mà ta có thể nhìn thấy trong tự nhiên, đó là cây, lá, khối 
đá, những bông tuyết ... . Song, rút ra được một công thức hình học của chúng 
như thế nào ? Làm thế nào để định hình được hình dạng của những bọt kem 
trong li cà-phê ? Hình học Fractal, lí thuyết về sự hỗn độn và những phép toán 
phức tạp liệu có thể trả lời được các câu hỏi này hay không ? Khoa học đang 
khám phá ra một trật tự không thể ngờ đằng sau những hiện tượng kì lạ có vẻ hết 
sức lộn xộn của vạn vật. 


Có thể nói Fractal là cấu trúc hình học được chỉ tiết hoá 
bằng cách mở rộng ở mọi tỉ lệ. Mỗi phần nhỏ của Fractal 
là sự mô phóng của toàn bộ Fractal. Mỗi Fractal được tạo 
ra bởi quá trình lặp đi, lặp lại, trong đó sự kết thúc của quá 
trình trước lại là sự bắt đầu của quá trình tiếp theo. Để 
minh hoạ, ta hãy xét bông tuyết vón Kốc do nhà toán học 
Thuy Điển vôn Kốc (von Koch) đưa ra vào năm 1904 (h.45). 


A X 
ж 


Ніпһ 45 


Н хоп Koch 
(1879 – 1924) 


Bông tuyết đầu tiên K, là một tam giác đều có cạnh bàng 1. Tiếp đó, chia mỗi 
cạnh của tam giác thành ba đoạn bằng nhau và thay mỗi đoạn ở giữa bởi hai 
đoạn bằng nó sao cho chúng tạo với đoạn bó đi một tam giác đều về phía ngoài, 
ta được bông tuyết K;. Cứ tiếp tục như vậy theo nguyên tắc : Từ bông tuyết К, để 


có bông tuyết К ола ta chia cạnh của K, thành ba đoạn bằng nhau và thay 


mỗi đoạn ở giữa bởi hai đoạn bằng nó, sao cho chúng tạo với mỗi đoạn bó đi một 
tam giác đều về phía ngoài. 


Quá trình trên lặp đi, lặp lại cho ta một dãy các bông tuyết Кү, K,, Ky... Kps 
Kí hiệu C, đ„, p„ và Sp lần lượt là số cạnh, độ dài cạnh, chu vi và diện tích của 
bông tuyết K,„, ta có các dãy số (C), (а,), Pn), (5„). 
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1. Бау số (С„) được cho bởi công thức truy hồi 


| =3 
Сы = 4C, біп >1. 
n-i 


Бау số (C,) là một cấp số nhân với Cı -3,4-4уаС,-3.4 


Бә де ақ СЫЛАР ДА ẽ ` r 
2. Dãy só (a,) là một cấp số nhân убіа| = 1, q = з уаа,- КЕЙ 


п 


Р 
(3) 
Вы Хз) а 


Мр, >0 và == —=2—=—>1 nên р 


СІ +l 
Pa 45 3 % 
3 


Pn có thể lớn bao nhiêu tuỳ ý (điều này sẽ thấy rõ hơn ở chương sau). 


л-1 
З.Паувб(р,)сбр,-С,а,- Ө nên (p,) là một cấp số nhân với p; = 3, q = 1. 


>р, Vậy (р,) là day số tăng và 


4. Dãy số (5,) có 
1 M3 


PES ы 
Я 


Si =§ +C .а2 б 
32" 4 


nh T Мы ыа 


һау Sài үт 16 


9 


а) 
Ти dày có thé suy га 


% T6 16 


9 


аавд Ë] * 
9 


Бау số (5,) bị chặn trên. 

Điều thú vị của dãy vón Kốc là ở chỗ chu vi р, có thể lớn tuỳ ý với n đủ lớn, trong 
khi diện tích S, lại bị chặn (!) 

Các nhà toán học đã cố gắng mô tả hình dạng của các Fractal từ hơn một trăm 
năm qua. Với khả năng của các máy tính hiện đại, Fractal đã trở thành một đề tài 
được quan tâm đặc biệt, bởi chúng có thể được diễn tả bằng kĩ thuật số và được 
khám phá qua mọi vẻ đẹp hấp dẫn của chúng. Fractal đang được sử dụng như 
một phương tiện hỗ trợ cho Toán học và nó cũng thể hiện được những nét đẹp 
văn hoá trong và ngoài hành tinh thông qua nền công nghiệp điện ảnh. 


ә 


Ôn tập chương III 


Khi nào thì cấp số cộng là dãy số tăng, dãy số giảm ? 


dấu gì trong các trường hợp sau : 
a)g>02 b)g<02 


minh hoạ. 


° 


Chứng minh rằng với mọi n е м”, ta сб: 

a) 13” — 1 chia hết cho 6 ; b) 3n + 15n chia hết cho 9. 
Cho dãy số (u,,), biết и = 2, изу = 2и, — 1 (với n > 1). 

а) Viết năm số hạng đầu của dãy. 

b) Chứng minh и, = 2# 1u bằng phương pháp quy nạp. 

Xét tính tăng, giảm và bị chặn của các dãy số (и„), biết : 

1 


n+—; b) u, = e Taid; 
n n 


с) п =vn + —hn. 


а) и, 


Sul + 10us = 0 тл. 00 
54 =14; u? + ty = 1170. 
Tìm số hạng đầu иу và công bội q của các cấp số nhân (и,), biết : 
шщ = 192 ид-иу= 72 
а) | 6 b) | 4 2 
u7 = 384; Mạ — uz = 144 ; 


) Mạ +и5 — Hạ = 10 
из + ив — us = 20. 


Tìm số hạng đầu и và công sai 4 của các cấp số cộng (и„), biết : 


Cho cấp số nhân có  < 0 và công bội q. Hỏi các số hạng khác sẽ mang 
Cho hai cấp số cộng có cùng số các số hạng. Tổng các số hạng tương ứng 
của chúng có lập thành cấp số cộng không 2 Vì sao ? Cho một ví dụ 


Cho hai cấp số nhân có cùng số các số hạng. Tích các số hạng tương ứng của 
húng có lập thành cấp số nhân không ? Vì sao ? Cho một ví dụ minh hoạ. 
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1. 


14. 


15. 
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Tú giác ABCD сб số do (độ) của các góc lập thành một cấp số cộng theo thứ 
tự A, B, C, D. Biết rằng góc С gấp năm lần góc А. Tính các góc của tứ giác. 
Biết rằng ba số x, y, z lập thành một cấp số nhân và ba số x, 2y, 3z lập 
thành một cấp số cộng. Tìm công bội của cấp số nhân. 


. Người ta thiết kế một cái tháp gồm 11 tầng. Diện tích bë mặt trên của 


mỗi tầng bằng nửa diện tích mặt trên của tầng ngay bên dưới và diện tích 

bề mặt trên của tầng 1 bằng nửa diện tích đế tháp. Biết diện tích mặt đế 
4n TÀ 2 mở: жазса? w” —- 

tháp là 12 288 m“. Tính diện tích mặt trên cùng. 


Chứng minh rằng nếu các số а, b, с? lập thành một cấp số cộng (abc + 0) 
1 
b+c c+a а+Ь 


thì các số cũng lập thành một cấp số cộng. 


Bài tập trắc nghiệm 


Cho dãy số (u„). biết и, = 3”. Hãy chọn phương án đúng : 
а) Số hạng и, ұу bằng : 


(ЖҰЗ +1; (B)3”+3; t4: (D) 3(п + 1). 
b) Số hạng из, bằng : 

(А) 2.3"; (В) 9"; (С) 3" +3; (D) 6n. 
с) Số hạng и, 1 bằng : 

(А)3!-1; OPE (С) 3"-3; (0) 3n - 1. 
d) Số hang иә, 1 bằng : 

(А) 323821 Я (В) зегі. (с) 3 | ; (р) 3201-1), 


Hãy cho biết dày số (и,) nào dưới đây là dãy số tăng, nếu biết công thức số 
hạng tổng quát и, của nó là : 


(А) C1 зт; (В) (1) (5” +1); 


п 


l D) 


А п 
ІЛЕГЕ ngi 


(С) 


16. 


17. 


18. 


19. 


Cho cấp số cộng -2, x, 6, у. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả вап: 


(A)x=-6,y=-2; (В) х= 1,у=7; 

(Сух-2,) 8; (0) х= 2, у= 10. 

Cho сар só пһап-4, х, -9. Нау сһоп Кес quà dúng trong các két quà ваш: 
(А) х= 36; (В) х= –6,5; 

@Œ@z=6:› (0) х= –36. 


Cho cấp số cộng (и,). Hãy chọn hé t 


що tu 
(Аў 10. 20; 7 20... u5 +o; ( 


(С) u10 19-000: 


Trong сас dày só cho bói сас cóng 
cáp só пһап: 


ш-2 

(А) 5 ( 
Шар = tụ 
ц = =3 

(С) ; ( 
Un+1 = Hạ +1 


hức đúng trong các hệ thức sau : 
В) ugo + 210 = 2/150 ; 
120 


D) 0430 _ 
2 


thức truy hồi sau, hãy chọn dãy só là 


ш--і 
В) 
Шыт Зи, 
І)) 7,17, МУЫ а ү у, 3 
n chüsó 7 
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GIÓ нап 


Chương này cung cấp những kiến thức mó đầu về Giải tích. Nội dung của chương xoay 
quanh hai khái niệm cơ bản là giới hạn và liên tục. 

Chính những khái niệm và các phép toán về giới hạn và liên tục là cơ sở cho việc nghiên 
cứu các nội dung khác của Giải tích (Đạo hàm, Tích phân, ...). Đặc biệt, chúng sẽ cho 
phép giải quyết nhiều bài toán của khoa học và thực tiễn, mà ta không thể giải quyết 
được nếu chỉ dùng các kiến thức của Đại số. Đó chính là những bài toán liên quan tới 
su vô hạn. 


NGHỊCH LÍ CÚA ZÉ-NÓNG (ZÉNON) 


b 


' 
' 
' 
а 
П 
| 
Ы 
' 
i 
i 
r 
' 
i 
lễ 
П 
i 
' 
21 


A-sin (Achille) - một lực sĩ trong thần thoại Ну Lạp, người được mệnh danh là 
6 đôi chân chạy nhanh như gió" đuổi theo một con rùa trên một đường thẳng. 


Nếu lúc xuất phát, rùa ở điểm A, cách A-sin một khoảng bằng а khác 0, thì mặc 
dù chạy nhanh hơn, A-sin cũng không bao giờ có thể đuổi kịp rùa. 

Thật vậy, để đuổi kịp rùa, trước hết A-sin cần đi đến điểm xuất phát А, của rùa. 
Nhưng trong khoảng thời gian đó, rùa đã đi đến một điểm A; khác. Để đuổi tiếp 
A-sin lại phẩi đến được điểm A, này. Khi A-sin đi đến йёт А, thì rùa lại tiến lên 
điểm Аз, ... Cứ như thê, A-sin không bao giờ đuổi kịp rùa. 

Câu chuyện trên là nghịch lí nổi tiếng của Zê-nông (Zénon d'Élée 496 - 429 
trước CN) - một triết gia Hy Lạp ở thành phố Edée, phía nam nước Ý bây giờ. 
Nghịch lí của ông góp phần thúc đẩy sự xuất hiện khái niệm giới hạn. Nhờ khái 


niệm giới hạn, con người có thể nghiên cứu các vấn đề liên quan tới sự vô hạn 
trong Giải tích. 
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57 GIỚI НАМ CỦA DÃY SỐ 


1- GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA DÃY SỐ 


1. Định nghĩa 


1 


ші еі РА 1 
Cho дау số (и,) với и, =—. 
" 


0 


Biểu diễn (и„) dưới dang khai triển : 


èl- 
w= 
© 
в 


Biểu diễn (и,) trên trục số (h.46) : 


г“ 


L 
/ Mỹ 3 
-— + 
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` mm из 


“цю Hinh 46 
а) Nhận xét xem khoảng cách từ u, tới 0 thay đổi thế nào khi n trở nên rất lớn. 


Ы) Bắt đầu từ số hạng и, nào của dãy số thì khoảng cách từ z„ đến 0 nhỏ hơn 0,01 ? 
0.0012 


(Ta cũng chứng minh được rằng |, | = L có thể nhỏ hơn một số dương bé tuy ý, kể 
n 
từ một số hạng nào đó trở đi, nghĩa là Ы có thể nhỏ bao nhiêu cũng được miễn là 
chọn n đủ lớn. Khi đó, ta nói dãy số (u) với и, = З có дібі han là 0 khi л dán tói 
n 
dương vô cực). 
ĐỊNH NGHĨA 1 
Ta nói dãy số (u„) có giới hạn là 0 khi п dán tới dương vô cực, 
nếu |ư„| có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng 
nào đó trở đi. 


Kíhiệu: lim w, = О hay u, — 0 khi n — +. 
пЭ+о 


Như vậy, (и,) có giới hạn là 0 khi n — +% nếu и, có thể gần 0 bao nhiêu 


cũng được, miễn là п đủ lớn. 


А À 2 =" 
Ví du 1. Cho дау số (u,) với tụ = С. 
п 
Biểu diễn (и„) trên trục só (h.47) : 
-1 из Hạ 0 Hy ГА 1 
й 
а £ EE 
“ 9725 116 4 
\ 1 
5405 ту 
Hình 47 


Người ta chứng minh được rằng lim и, = 0, nghĩa là 
n+ 


môt số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở di. 


Chẳng hạn : 
e 1 1 l 
u| =| ——|= — < 0,01 hay |u,| = — < — 
| "| Я п? | "| nh 100 
vói moi n thoà шап п? > 100 hay л> 10. 
Nói cách khác, |и,| < 0,01 kể từ số hang thứ 11 trở đi. 
“Tương tự, 
= — < 0,000 01 h: 
+ ay |ыј= << 100000 


vói moi n thoà шап 2 > 100 000 hay л > 2/100 000 316.2. 
Vậy |, < 0.000 01 kể từ số hạng thứ 317 trở đi. 


ĐỊNH NGHĨA 2 


Та nói dãy số (v„) có giới hạn là số а (hay у, dần tới а) khi n —> +, 
nếu lim (у,-а)- 0 
n+ 


Kíhiệu: lim v, =a hay v,— a khi n — + >. 
n~>+œ 
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Ví dụ 2. Cho dãy số (у„) убіу, 4n .Chứng minh rằng lim v, = 2. 
п п-›+% 


Giải. Ta có lim (,-2)- lim 2 1 - 2) = lim ш =Ü, 


n~>+® n+) п пЭ+оп 
ж „ 2п +1 
Vậy lim v, = lim =2. m 
n+ пә+о n 


2. Môt vài giói han дас biët 
Tù định nghĩa suy ra các kết quả sau : 


1 ы 1 : 
а) lim —=0; lim — = 0 với k nguyên dương ; 
n—+en n=+oï 


b) lim ¿”=0 nếulạl<1; 


n~>+œ 
с) Nếu u, = c (c là hằng số) thì lim m= lim с=с. 
n~>+œ n~>+œ 
CHÚ Ý 


Từ nay về sau thay cho lim w, = а, ta viết tất là limu„ = а. 
n~>+ø 


П - ĐỊNH LÍ VỀ GIỚI HAN HỮU HAN 


Việc tìm giới hạn bằng định nghĩa khá phức tạp nên người ta thường áp dụng 
các công thức giới hạn đặc biệt nêu trên và định lí sau đây mà ta thừa nhận. 


ĐỊNH LÍ 1 


а) Nếu limu, = а và ішу, = b thì 


* lim(w, +v„)}=a+b * lim(u — vụ)= a-b 


)b + lim = ® (nếu b #0). 
у b 


* limu, Vy 


b) Nếu w, > 0 với moi n và limu, = a thì 


¡2 
a >0 và lim Ju, = Ма В 
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дн 


Ví du 3. Tìm lim” 


l+n 
1 
2 3n? -n SP” 
Giải. Chia tử số và mẫu số cho п“, ta được з= m. 
l+n ІНЕН, 
пп 
k 1 А 221 
Vì lim| 3——|=lim3-lim—=3-0=3 
п п 
а Ш НЕ ШІ МЕ 
và lim| —.—+ 1 | = lim—.lim— + lim1 = 0.0+ 1 = I 
пп п п 
2 е: 13 - 
а ЙРЙ. ss п п 
nên lim: > = lim+T 1 = іт асыны ГЫ 
1+л Se (12) 
пп пп 
Vídu 4. Тіп ТАЛЛ 
1-2п 
a die 
Giải. Та có Іш 2" 
1-2п 
п ыа ады J 
= lim— = lim i = ыр п 
41-2) =2 Е 
п п 


ш - TỔNG СОА САР SỐ NHÂN LÙI VÔ НАМ 


e Cấp số nhân vô hạn (и,) có công bội q, với М < 1 được gọi là cấp số 
nhân lùi уб hạn. 
Chẳng hạn, hai dãy số sau là những cấp số nhân lùi vô hạn : 


21. .. Với công bội q = - ү 


жаннатта 
2'4'8' gn 
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an д» 51724 ү 1 
- Dãy số 1,--,-,---,--,..|- ,... VỚI công bội q = ——. 
7 3902781 ( 3 ы а 


e Cho cấp số nhân Ійі vô hạn (и,) có công bội q. Khi đó, 


1—4" 
S, = шуш + изъ, ШО) щ Если , 
epg 1-4 1-4 


Vì |4 < 1 nên йд" = 0. Từ đó ta có 


іт, = cm = ЕЗІ = TT 


Giới hạn này được gọi là đống cúa cấp số nhân lài vỏ han (uạ) và được Кі 
hiệu là S= uj + Hạ + Hạ +...+ и, +... 


Như vậy 


Ví dụ 5 


Я А 7 ở ig ые 1 
а) Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn (u,), với u, = —. 
n 


п-1 
b) Tính tóng 111-1631) СЕЕ 


4 8 2 
Giải 
* ИК" 1 1 2 
а) Viu, = — nên u = —, q = —. Do đó 
з” 3 3 
Е 
аа кыре ойм = За, 
3.9 27 3" 1-4 112 
З 
b) Các số hạng của tổng lập thành cấp số nhân lùi vô hạn với и) = 1, 
__1 
4 2. 


IV - GIỚI НАМ VÔ СОС 


1. Định nghĩa 


2 
Жі, nhiều tờ giấy giống nhau, mỗi të có bë dày là 
0,1тт. Та xếp chồng liên tiếp tờ này lên tờ 
khác (h.48). Giả sử có thể thực hiện việc xếp Ф 
giấy như vậy một cách vô hạn. 
Gọi и) là bë dày của một tờ giấy, и; là bề dày 384 000 km 
của một xếp giấy gồm hai tờ, н; là bề dày của 


một xếp giấy gồm ba tờ, .... и, là bë dày của 
một chồng giấy gồm л tờ. Tiếp tục như vậy, ta 


có được dãy số vô hạn (и„). 
Bảng sau đây cho biết bề dày (tính theo mm) 


КН а áo Paa Hình 48 
của một số chồng giấy. 
т = | "1000 | | "1000000 | + | 41000 000000 | ~ ип 
0,1 55 100 е 100 000 Đệ 100 000 000 m 


a) Quan sát bång trên và nhận xét về giá trị của и, khi n tăng lên vô han. 

b) Với như thế nào thì ta đạt được những chồng giấy có bề dày lớn hơn khoảng 
cách từ Trái Đất tới Mặt Trăng ? (Cho biết khoảng cách này ở một thời điểm xác 
định là 384 000 km hay 384.109 mm). 


(Ta cũng chứng minh được rằng и, = o có thể lớn hơn một số dương bất ki, kể từ 


một số hạng nào đó trở đi. Khi đó, dãy số (и„) nói trên được gọi là dần fới dương vô 
cực, khi n — +9). 
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ĐỊNH NGHĨA 


• Ta nói dãy số (и,) có giới hạn +% khi п — +, nếu и, có thể 
lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 


Kí hiệu : limu, = +% hay и, — +% khi n — +оо. 


+ Рау số (и,) được gọi là có giới hạn =œ khi n — +% nếu 
lim(_ и) = +œ. 


Kí hiệu : limu, = —% hay u, — —@ khi n — +. 
NHẬN XÉT 
limu = +оо <> lim(- g.) = — œ. 
Ví du 6. Cho dãy số (u,) với u, = т. 


Tình 49 cho một biểu diễn các số hạng của (и,) trên trục số. 


Hình 49 


Biểu diễn hình học này cho thấy, khi ø tăng lên vô hạn thì и, trở nên 
rất lớn. Hơn nữa, người ta chứng minh được rằng limu, = +e, nghĩa là и, 
có thể lớn hon một số dương bất kì, Кё tì một số hạng nào đó trở đi. 


Chẳng hạn, и, > 10 000, һау n? > 10 000 khi n > 100. 
Vậy u, > 10 000 kể từ số hạng thứ 101 trở đi. 
Tương tự, и, > 1020 пау n? > 1020 khi n > 1019, 
Vậy u, > 1020 kể từ số hạng thứ 10 0 + 1. 
Một vài giới hạn đặc biệt 
Та thừa nhận các kết quả sau : 
а) limnỄ = +œ với k nguyên dương ; 


b) ітд" = +% nếu q> 1. 


3. Binh lí 


Та thừa nhận định lí dưới đây 


ĐỊNH LÍ 2 


жү у 1 асо Ш 
а) Nếu limu = а уй Ішу, = +e thì lim = 0 


Уһ 


b) Nếu limu, = а> 0, Ішу, = 0 уау, > 0 với moi n thì 


а И 
Пт = +% 


Vn 


с) Nếu limu, = +0 và іту, = a > 0 thì limu,v, = 4. 


Ví dụ 7. Тт 2165 


# 3" 


2+3 
Giải. Chia tử và máu cho л, ta được 2185 e= B, 
n3" 3" 
ЕЕЕ | алати д 
Vì lim| 2 +— | = 2 và lim3”= +% пеп 
п 
5 
: 2= 
Nhi CỔ ана” Bz ш 
n3" 3" 
Ví du 8. Timlim(n2 — 2n — D. 
2 
Giải. Та có n? — 2n – 1 б == >) 
пон 
Vì limn? = +% và Шері Toa 2) = 1 >0 nên 
т и 


Б 2-і +0. 
n 


n 
Vậy lim (п? = 2п –- 1) = +%. ш 
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BÀI ĐỌC THÊM 
QUAY VỀ NGHỊCH LÍ ZÊ-NÔNG 


Sau khi đã học về giới hạn của dãy số, ta có thể giải thích như thế nào về nghịch 
lí "A-sin không đuổi kịp rùa" 2 

Để đơn giản, ở đây ta chỉ xét một trưởng hợp cụ thể (trường hợp tổng quát được 
giải quyết tương tự). 


Giả sử tốc độ chạy của A-sin là 100 Кт/һ, còn tốc độ chạy của rùa là 1 km/h. Lúc 
xuất phát, rùa ở điểm А, cách A-sin 100 km (h.50). 


о 100 km 


Hình 50 
Ta tính thời gian A-sin đuổi rùa, bằng cách tính tổng thời gian A-sin chạy hết các 
quãng đường ОА |, АА), A24;..... A„-¡4„,... Nếu tổng này vô hạn thì A-sin 
không thể đuổi kịp được rùa, còn nếu nó hữu hạn thì đó chính là thời gian mà A-sin 
đuổi kịp rùa. 


Để chạy hết quãng đường OA, = 100(km), A-sin phải mất thời gian гү = 1% = 1). 
Với thời gian г; này, rùa đã chạy được quãng đường АА) = 1(Кт). 
Để chạy hết quãng đường АА = (кт), A-sin phải mất thời gian 1; = ah) Với thời 


gian ñ rùa đã chạy thêm được quãng đường A-A, = на (кт). 


Tiếp tục như vậy, để chạy hết quãng đường А, A, = — (т), A-sin phài mát 
1007” 


(n). 


thời gian г, = 
1 


00”! 


Vậy tổng thời gian A-sin chạy hết các quãng đường ØA¡, A Ay, АА, .... А„_|А„,...!а 


Ге) 


Ðó là tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn với u = 1, công bội q = та пеп ta сб 


1100 1 
т=——=-——=-1—(һ). 
LL 9 95”) 


7100 
Như vậy, A-sin đuổi kịp rùa sau ы giò. 


Kết quả trên (đạt được nhờ áp dụng khái niệm giới han) cho phép giải thích 
nghịch lí của Zê-nông. 


Bài tâp 


Có 1 kg chất phóng xạ độc hại. Biết rằng, cứ sau một khoảng thời gian 
T = 24 000 năm thì một nửa số chất phóng xạ này bị phân rã thành chất 
khác không độc hại đối với sức khoẻ của con người (Т được gọi là chu kì 
bán rã). 

Gọi u, là khối lượng chất phóng xạ còn lại sau chu kì thứ n 

а) Tìm số hạng tổng quát и, của dãy số (и,). 

b) Chứng minh rằng (и,) có giới hạn là 0. 


с) Từ kết quả сап b), chứng tó rằng sau một số năm nào đó khối lượng chất 
phóng xạ đã cho ban đầu không còn độc hại đối với con người, cho biết 
chất phóng xạ này sẽ không độc hại nữa nếu khối lượng chất phóng xạ còn 


lại bé hơn 10 °g. 

Biết dãy số (и,) thoả mãn |w = 1| © убі moi n. Chúng minh ràng 
n 

limu = 1. 

Тип các giới hạn sau : 


bnet _ 


a) lim Б 
Зп+2 
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Dé trang hoàng cho căn hộ của minh, chú chuột Mickey quyết định tó màu 
một miếng bìa hình vuông cạnh bằng 1. Nó tô màu xám các hình vuông, 
nhỏ được đánh số lần lượt là 1, 2, 3, ..., n, ..., trong đó cạnh của hình vuông. 
kế tiếp bằng một nửa cạnh hình vuông trước đó (h.51). 


Hình 51 


Giả sử quy trình tô màu của Міскеу có thể tiến ra vô hạn. 
а) Gọi и, là diện tích của hình vuông màu xám thứ n. Tính u; , u) , U3 và tạ. 


b) Tính lim®%„ với S, = му + Hạ + из +...+ tạ. 


рут 
Tính tổng Wa qa a ne 1) 
10 102 Ішті 


+» 


Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn а = 1,020 202... (chu kì là 02). Hãy viết 
а dưới dạng một phân số. 


Tính các giới hạn sau : 


a) lim? +212 -п+ 1) 2 b) lim (-”. + 5п – 2) ; 
с) lim (ve = — ) 2 d) lim(Vn? —n +). 


Cho hai dãy số (и,) và (v„). Biết lim u„ = 3, lim v, = 4. 


Tính các giới hạn : 


Эй---1 TE F. 
a) lim tu x b) lim 22: š 
й„ +Í v2 =i 


$ GIỚI НАМ СОА НАМ SỐ 


I- GIỚI НАМ HỮU НАМ СОА НАМ SỐ TẠI MỘT DIÉM 


1. 


Định nghĩa 
1 


Xét hàm số ƒ(v)= 


1. Cho biến x những giá trị khác 1 lập thành dãy số (х,). x, — 1 như trong bảng sau : 


қ қ 3 4 А 5 n+l 
* |2 |а |а XI" == y] 
4| Жо) | Хә) | Хә) | Axa) Е Хх) [Т =? 


Khi đó, các giá trị tương ứng của hàm số 
Роу), РО), РО), --. 
cüng Іар thành mót аду só та ta kí hiëu là (JG). 
2п+2 


а) Chứng minh ràng /(х,)-2х, = ç 
n 


b) Tìm giới hạn của dãy số ((х,,)). 


2. Chứng minh rằng với dãy số bất kì (v, ), X, =l và x, > l, ta luôn có f(x) — 2. 


2 ë 2) 
(Với tính chất thể hiện trong câu 2, ta nói hàm số го có дібі han là 2 
khi x dán tói 1). 
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Dưới đây, thay cho các khoảng (а; b), (œ ; Б), (a ; +оо) hoặc (-о ; +оо), 
ta viét chung là khoàng K. 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Cho khoảng К chứa điểm xo và hàm số у = f(x) xác định trên 


К hoặc trên KN {хо}. 
Та nói hàm số у = f(x) có giới hạn là số L khi x dán tới xạ nếu với 


dãy số (x„) bất kì, x € KN {хр} và x, > X0, ta có f(x,) > L. 


Kíhiệu: lim f(x) = L hay fix) — L khi x > xo. 


хх 


2 


х 


Vídu 1. Cho hàm só f(x) = z Chứng minh rằng lim ƒ(x) = -4. 
>- 


с 
Giải. Hàm số đã cho xác định trên R N {2}. 


Giả sử (х) là một dãy số bất kì, thoả mãn x, # —2 và x, > -2 khi n — +оо. 


Та có 
2; 
2-4 х„ %2Х%,-2 
ру мн. сы ар е орар 
х. +2 (х, +2) 
Dodó lim (х) = -4. ш 
х=+=2 


(Luu ý rằng, mặc dù f(x) không xác định tai x = -2, nhưng hàm số lại có 
giới hạn là -4 khi x — -2). 


NHẬN XÉT 
lim х= хо; lim c= c, với c là hằng số. 
x> ху 
2. Định lí về giới hạn hữu han 
Та thừa nhận định lí sau đây. 
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ĐỊNH LÍ 1 


а) Giảsử lim /(х)- L và lim g(v) = М. Khi đó 


xq xong 


* lim [500 200] = 20+ м: 
х->% 


“(іш Fw - 80)] =1- М; 
х->Х) 


* lim [Fœ] = 
хәт 


* lim РО) = £. (пеп M z 0). 
xoay (х) М 
b) Nếu f(x) > 0 và lim f(x) = L, thì 


х0 


T>0và lim ЕЛЕУ = r. 


хЭху 


(Dấu của f(x) được xét trên khoảng đang tìm giới hạn, với 
х= хо). 


2 


u 
2 


Ví du 2. Cho hàm só f(x) = - 1 . Tìm lim f(x). 
х-э3 


Giải. Theo Định lí 1 ta có 


2 lim (x? + D 
ra N Дүн а ss o 
рт” lim 24% 
x3 
lim v2+ liml lim v lim v+ liml 
_—3 х3 2 х3 x3 vài 23351. 
lim 2. lim Ух lim 2. flim x 293 Б" 
ss х-Э3 х-э3 х->3 


Vídu 3. Tính lim 2 ta A 
хә! x-l 
Giải. Vì (x— 1) — 0 khi x — 1, nên ta chưa thể áp dụng Định lí 1 nêu trên. 
2 5.2, e : 
Nhưng với x z 1 ta có чаш = {к=нд 


=x+2. 
e1 


125 


Бо dó. 
2 
Е: 
lim 
х-зі 


GVt — Timtas32)= йі 
-1 x>l 


= lim 
х1 


3. Giói han mót bën 


Trong Định nghĩa 1 về giới hạn hữu hạn của hàm số khi x — xo, ta xét dãy 
số (x„) bất kì, x, € (a ; b)Mxo} và x, — xo. Giá trị x, có thể lớn hơn hay 
nhỏ hơn xạ. 


Nếu ta chỉ xét các dãy (x„) mà x, luôn lớn hơn xạ (hay luôn nhỏ hơn xạ), 
thì ta có định nghĩa giới hạn một bên như dưới đây. 


ĐỊNH NGHĨA 2 


“ Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng (хо; b). 
Só L được gọi là giới han bên phải của hầm số y = f(x) khi 
x — ху nếu với dãy số (x„) bất kì, xạ < x, < b và x, — xo, ta 
có Дх) — L. 
Kí hiệu : lim T= $. 

x—>Ag 
* Cho hàm số у = Их) xác định trên khoảng (а; хо). 
Số L được gọi là giới hạn bên trái của hầm số y = f(x) khi 
x — ху nếu với dãy số (x„) bất kì, а < x, < ху và х, — xo, ta 
có ƒ(x„) > L. 
Kíhiệu: lim ƒ(v)= L, 


xx 


Ta thira nhân dinh lí sau дау. 


DINH LÍ 2 
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Б [5х +2 nếu x >1 (1) 
Ví ди 4. Cho hàm số Р(х) = < 
Е — 3nếu x <l. (2) 


Tìm lim f(x), lim f(x) và lim f(x) (nếu có). 
хә хэ х1 


Giải. Та сб, lim f(x) = lim (х2-3)-12-3--2; 


х-ы x[ 
lim /(х)- lim (5х+ 2) = 5.1+2 = 7. 
хә хэт 


Như уду, khi х dần tới 1 hàm só у = ffx) сб giới hạn bên trái là —2 và giới hạn 


bên phải là 7. Tuy nhiên, lim f(x) không tóntai vi lim f(x) lim f(x). m 
xol x> xl 


2 

Re biểu thức (1) xác định hàm só у= Хх) ở Ví dụ 4, cần thay số 2 bằng số nào 
để hàm số có giới hạn là —2 khi x — 1 ? 

II - GIỚI НАМ HỮU НАМ СОА НАМ SỐ TẠI VÔ СОС 
3 


4 1 к si 
Cho hàm sõ f(x)= > có đồ thị như ở Hình 52 


к 
" 


Hình 52 
Quan sát đồ thị và cho biết : 
= Khi biến x dần tới dương vô cực, thì f(x) dần tới giá trị nào. 
~ Khi biến x dần tới âm vô cực, thì f(x) dần tới giá trị nào. 
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ĐỊNH NGHĨA 3 


а) Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng (а; +). 
Та nói hàm số y = Хх) có giới hạn là số L khi х — + nếu với 
dãy só (х„) bất kì, x, > а và x, > +e, ta có ƒ{(x„) > L. 


Kíhiệu: lim f(x) = L hay fx) — L khi x — +. 
x>+ø 


b) Cho hàm số у = f(x) xác định trên khoảng (—oo ; а). 
Та nói hàm số y = Хх) có giới hạn là số L khi х->-9 nếu với 
йу số (x„) bất kì, x, < a và x, > —@, ta có fan) > L. 


Kíhiệu: lim f(x) = L Һау Дх) —Lkhix — ©. 
х->-Ф 


Ví dụ 5. Cho hàm só f(x) = PRA Tìm lim f(x) và lim f(x). 
1 x—>+œ 


х= x>- 


Giải. Hàm số đã cho xác định trên (оо ; 1) và trên (1; +). 


° Giả sử (x„) là một dãy số bất kì, thoả mãn x, < 1 và x, ->-9. 


š š 2+ 2 

Ta có lim ƒ(x„) = lim М = а = 2, 
%,-1 1- КН 
Xn 


May. алба im 23 g 


х->-Ф х-э-о x-1 


+ Giả sử (x,) là một dãy số bất kì, thoả mãn x„ > 1 và x„ — +0. 


2 3 2+ 3. 
ж 
Ta có lim f(x) = lim ““—^ = lim———”- = 2. 
# 51 Я 
Xn 
Vậy lim ƒG)= іш 2553-24 
x->+œ xo+ø Х-1 
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CHÚ Ý 


а) Với c, k là các hằng số và k nguyên dương, ta luôn сб: 


lim с=с; lim с=с; lim =0; lim ---0. 
хэн х->-оз хожно ү хә-® x 


b) Định lí 1 về giới hạn hữu hạn của hàm số khi x — xạ vẫn còn 
đúng khi x — +% hoặc x — —œ. 


ĐT ы 
Vídg6.Tìm Іш 35-25 
x>+0 x2 +] 


жы зі. ыла sấy 2 2 
Giai. Chia cả tử và mẫu cho х, ta сб 


А 2 
3-2 lim БЕ a = а 


3x2 -2х š х х->-о x хЭ+о ЕУ-а 
1 5 = lim = T 
ааа у. LÍ үйүм Ba 
x? roto х2 xto xto y2 
3-0 
=—-3.N 
1+0 


Ш - GIỚI НАМ VÔ СОС СОА НАМ SỐ 
1. Giới hạn vô cực 


Các định nghĩa về giới hạn +% (hoặc —œ) của hàm số được phát biểu tương, 
tự các định nghĩa 1, 2 hay 3 ở trên. 


Chẳng hạn, giới hạn - của hàm số у = f(x) khi x dần tới dương vô cực 
được định nghĩa như dưới đây. 
ĐỊNH NGHĨA 4 


Cho hàm số 


Хх) xác định trên khoảng (a ; +). 

Та nói hàm số y = f(x) có giới hạn là -œ khi x — +% nếu với 
dãy số (x„) bất kì, x, > a và x, — +, ta có f(x,) ->-». 
Kíhiệu: lim f(x) = – œ hay fx) — –% khi x — +. 


x->+ø 
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МНАМ ХЕТ 


lim ƒ(x)=+œ<> lim (-/(х))--». 
x->+ хЭ+о 


2. Một vài giới hạn đặc biệt 


a) lim XÃ = 40 với k nguyên dương. 


x->+e 

b) lim xÉ = о nếuk là sõ lè. 
x->~—œ 

с) lim xẾ = +œ nếu È là số chẵn. 
0-0 


3. Một vài quy tắc về giới hạn vô cực 


Định lí về giới hạn của tích và thương hai hàm số chỉ áp dụng được khi tất 


cả các hàm số được xét có giới hạn hữu hạn. 


Sau đây là một vài quy tắc tính giới hạn của tích và thương hai hàm số khi 


một trong hai hàm số đó có giới hạn vô cực 


а) Quy tắc tìm giới hạn của tích ƒ(x).g(x) 


Nếu lim f(x) = 2+0 và lim g(x) = +2(hoặc-%) thì lim (х) (х) 
х0 x->xụ xxo 
duoc tính theo quy tác cho trong bång ваш: 
lim f(x) lim g(x) lim f(x)g(x) 
хх xxo xg 
+0 +0 
L>0 
—0 -%0 
+øo -о 
L<0 
—œ +o 
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fœ) 


b) Quy tắc tìm giới hạn của thuong 


gŒ) 

lim f(x) lim g(x) кү ар а Хб) 
хх0 x>xụ Dấu của а(х) х-эху (х) 
L +оо Тауу 0 
L>0 ж +0 

0 > —œ 
L<0 + = 
Б +0 


(Đấu của (л) xét tiên шд! khoàug K uào dó dang tính giới han, уділ Z 30). 
CHÚ Y 
Các quy tác trên vẫn đúng cho các trường hop х > хб, x х0, 


X — +0 và Х->-9. 


Vídu 7. Tìm lim (х5 – 2x). 


x>- 


Giải. Ta có (х3 — 2х) = х? ! 5 3] 
x 


Vì lim xÌ=-svà lim í Е 2) =l>0nên lim xŠ 


Х->-Ф x-œ x>-œ 


Vậy lim (х5 = 2х) = lim Ж = 2) = -%о. Ш 


x->~ х->-Ф 


Ví ди 8. Tính các giới hạn sau : 


a) lim 5 
voi Х-1 xol X 


Giải 


а) Tacó lim (x — 1) = 0,x— 1 < 0 vói moi x < 1 và 
xi” 


lim (2х-3)-21-3--1<0. 
z 
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Do dó, lim ш = +0, 
хәг w~l 
Ы) Tacó Шп(х-І)-0,л-1>0убі mọi x > 1 và 
х1 
lim (2х-3)-21-3--1<0. 
x—1* 
Đo đối, Ta S Cases m 


ЗТ e1 
Bài tâp 
1. Dùng định nghĩa, tìm các рібі hạn sau : 


йш Т" 


5 


Cho hàm só 


Же là +I nếu x > 0 


2x nếu x < 0 

"`... 79 1 xà 1 
và các dãy số (и„) VỚI и, = —, (va) VỚI v, = ——. 

n n 


Tính limu, 


т limv„, lim /(и,) và lim f(v,). 


ùr đó có kết шап gì về giới hạn của hàm số đã cho khi x — 0 ? 
3. Tính các giới hạn sau : 


КЕКІЛІН 4a” КЕСІШЕБЕ 
a) lin h š c) lan ——————— 
х--3 Х+1 х--2 X+2 x>6 x-6 
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f) lim 


хэ+о 


5. Cho hàm ső /(х)- 


Hinh 53 
a) Quan sát đồ thị và nêu nhận xét vé giá trị hàm số đã cho khi x > —œ, 
DaS Và x ca =8”, 
b) Kiểm tra các nhận xét trên bằng cách tính các giới hạn sau : 


° lim f(x) với f(x) được xét trên khoảng (— ; 3), 
x->~ø 

e lim f(x) với f(x) được xét trên khoảng (—3 ; 3), 
x3. 

e lim f(x) với јх) được xét trên khoảng (—3 ; 3). 


x>-3! 
6. Tính: 
a) lim (аз ОР ЕРТЕ H b) lim 2x? Ра 5); 
+o x>- 
c) lim yx? — 2 k 5 1 d) lim ыж ç 
х->-оз хэне 5—2Y 


7. Một thấu kính hội tụ có tiêu cự là f. Gọi d và 4 lần lượt là khoảng cách từ 
một vật thật АВ và từ ảnh АВ” của nó tới quang tâm О của thấu kính 


(h.54). Công thức thấu kính là L, A = L 


d f 
133 


134. 


Ніпһ 54 


а) Tìm biểu thức xác dinh hàm só 4 = фа) 


b) Тип lim Ф(4), lim ф(а) và lim @(d). Giải thích ý nghĩa của các 
аэ аэ аэ+о 


kết quà tìm được. 


BẠN СО BIẾT ? 


Nhà bác học Anh Niu-tơn (Newton, 1642 - 1727) là người đầu tiên đề xuất thuật 
ngữ "giới hạn", dịch từ chữ La-tinh "Limes" có nghĩa là "bờ", "mép" hay "biên giới 
Tuy nhiên, chính Giu-rin (Jurin, 1684 - 1750), sau đó Rô-bin (Robins, 1697 - 1751), 
Cô-si (Cauchy, 1789 — 1857) ... mới đưa ra các định nghĩa về khái niệm пау. 

Nhà toán học Đức Vai-ơ-xtrát (Weierstrass) đã trình bày 
một định nghĩa hiện đại về khái niệm giới hạn, gần giống 
với định nghĩa sau đây mà ngày nay vẫn thường được dùng 
trong toán học. 


"Së b được gọi là giới hạn của hàm số y - ftx) khi х — a, nếu 
với mỗi => 0, tồn tại 5> 0 sao cho với x жа vả |v — a| < ổ 
thì bất đẳng thức |(х)- b| < £ được thực hiện." (Từ điển 
toán học NXB KH&KT 1993). 

Kí hiệu "lim" mà ta dùng ngày nay là do nhà toán học Thuy Sĩ 
Luy-lơ (L'Huiller, 1750 — 1840) đưa ra vào năm 1786. 

Như vậy, khái niệm Giới hạn chỉ mới ra đời ở thế kỉ XVII. 
Tuy nhiên, tư tưởng "giới hạn" đã xuất hiện rất sớm ở Weierstrass 

nhiều nhà bác học thời cổ dai. (1815 — 1897) 


НАМ SÓ LIÉN ТІС 


Câu Буог-во-уші д Xanh Pê-téc-bua (Nga) dang тд ra cho tàu qua lai. 


1- НАМ SỐ LIÊN TỤC TẠI MỘT ĐIỂM 


А 
|К +2 nếu x<- ] 


Cho hai hàm số ƒx) = 2 và g(x) = е һіш-1<х<1 có đồ thị như Hình 55 


-x +2 nếu x> I 


хү 
хү 


Dó thị hàm số y = f) Đổ thị hàm số у= до) 
Hình 55 
а) Tính giá tị của mỗi hàm số tại v = І và so sánh với giới hạn (nếu có) của hàm 
số đó khi x > 1 ; 
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Ví du 1. Xét tính liên tục của hàm só f(x) = 


b) Nêu nhận xét về đồ thị của mỗi hàm số tại điểm có hoành độ x = 1. 
(Hàm số y = Хх) được gọi là liên tuc tại х = 1 và hàm số y = g(x) không liên tục tại 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Cho hàm số у = Хх) xác định trên khoảng K và xo е K. 


Hàm số у= fix) được gọi là liên tuc tại xạ nếu lim f(x) = /(х). 


хх 


Hàm só y = f(x) không liên tục tại хо được gọi là gián đoạn tại điểm đó. 


tại xạ = 3. 


xe 


Giải. Hàm số y = f(x) xác định trên R \ {2}, do đó xác định trên khoảng, 


(2; +0) chứa xo = 3. 


lim ƒ(x) = lim 


x—>3 x—3 2 


-3-/3). 


Уау hàm só у = f(x) liên tục tại xo = 3. ш 


II - НАМ SỐ LIÊN TỤC TRÊN MỘT KHOẢNG 
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ĐỊNH NGHĨA 2 


Hàm số у = f(x) được gọi là liên tuc trên một khoảng nếu nó 
liên tục tại mọi điểm của khoảng đó. 


Hàm si 


Хо) được gọi là liên tuc trên đoạn [а ; b] nếu nó 
liên tục trên khoảng (а; b) và 


lim f(x)= (а). lim ƒ(x) = f(b). 


ха ХЭБ 


Khái niệm hàm số liên tục trên nửa khoảng, nhu (а; b], [a ; +), ... được 
định nghĩa một cách tương tự. 


NHẬN XÉT 


Đồ thị của hàm số liên 
tục trên một khoảng là 
một "đường liên" trên 
khoảng đó (h.56). Hình 56 


хт 


Hình 57 cho ví dụ về đồ thị 
của một hàm số không liên 
tục trên khoảng (а; b). 


мү 


Ніпһ 57 


II - MỘT SỐ ĐỊNH LÍ CƠ BẢN 


Та thừa nhận các định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 1 


а) Hàm ső đa thức liên tục trên toàn bô tập số thực В. 

b) Hàm số phân thức hữu tỉ (thương của hai đa thức) và các 
hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng của tập xác 
định của chúng. 


ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử y = f(x) và y = g(x) là hai hàm số liên tục tại điểm 
Xo - Khi đó : 

a) Các hàm số y = Дх) + g0), у = Д) — g(x) và y = Йо) (0) 
liên tục tại ху; 


b) Hàm số y = fe) liên tục tại хо nếu (ху) #0. 
во) 
2x2 -2x бй 
Ví dụ 2. Cho hàm só h(x) = х—1 ЫЕ 
5 nếu х = 1. 


Xét tính liên tục của hàm số trên tập xác định của nó. 


Giải. Tập xác định của hàm số là R. 


s Nếu xz 1, thì h(x) = 


Đây là hàm phân thức hữu ti có tập xác định là (œ ; 1) U (1 ; +). 


Уау nó liên tục trên mỗi khoảng (— ; 1) và (1 ; +). 
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e Nếu x= 1, ta có h(1) = 5 và 


2 


lim /(х)- Іші ДЕ жеді = lim 2-1) = lim:2#©< g, 
х-зі xi x= xi Х—1 х1 


Vì lim A(x) # h(1), nên hàm số đã cho không liên tục tại х = 1. 
х1 


Kết luận : Hàm só đã cho liên tục trên các khoảng (-о2; 1) , (1 ; +) và 
gián đoạn tại x= 1. ш 


2 
› biểu thức xác định h(x) cho ở Ví dụ 2, cần thay số 5 bởi số nào để được một 
hàm số mới liên tục trên tập số thực R ? 


3 

Жо; sử hàm só y = Дх) liên tục trên đoạn [a ; b] với Ха) và ДЬ) trái dấu nhau. Hỏi 
đồ thị của hàm số có cắt trục hoành tại điểm thuộc khoảng (а ; b) không ? 
“ Bạn Hưng trả lời rằng : “Әб thị của 
hàm số у = Хх) phải cắt trục hoành Ох 
tại một điểm duy nhất nằm trong 
khoảng (a ; b) ". 
* Bạn Lan khẳng định : "Đồ thị của hàm 
số y = flx) phải cắt tục hoành Ох ít nhất 
tại một điểm nằm trong khoảng (а ; b)". 
* Bạn Tuấn thì cho rằng : "Đồ thị của 
hàm số у = ftx) có thể không cắt trục 
hoành trong khoảng (а ; b), chẳng hạn 
như đường parabol ở hình (h.58). 
Câu trả lời của bạn nào đúng, vì sao ? Hình 58 


ĐỊNH LÍ 3 


Nếu hàm số у = f(x) liên tục trên đoạn [a ; b] và f(a)/(b) <0, thì 
tồn tại ít nhất một điểm с е (а; b) sao cho f(c) = 0. 


Minh hoạ bằng đồ thị (h.59). 


кт 


Ніпһ 59 
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Định lí 3 thường được áp dung để chứng minh sự tón tại nghiệm của 
phương trình trên một khoảng. 


Có thể phát biểu Định lí 3 dưới một dạng khác như sau : 
Nếu hàm số у = f(x) liên tục trên đoạn [а ; b] và afb) < 0, thì 


phương trình Дх) = 0 có ít nhất một nghiệm nằm trong 
khoảng (а; b). 


Ví du 3. Chứng minh rằng phương trình xŸ + 2v ~ 5 = 0 có ít nhất một nghiệm. 
Giải. Xét hàm số Дх) = Ó + 2x— 5. 
Ta có ƒ(0) = -5 và ƒ(2) = 7. Do đó, f(0)/(2) < 0. 
у = f(x) là hàm số đa thức nên liên tục trên Е. Do đó, nó liên tục trên đoạn 
[0 ; 2]. Từ đó suy ra phương trình Ax) — O сб ít nhất một nghiệm xç € (0; 2). ш 
CHÚ Ý 
Nếu nhận xét thêm rằng f(1 (2) = —14 < 0 thì ta có thể kết luận 
phương trình có ít nhất một nghiệm trong khoảng (1 ; 2) с (0 ; 2). 


4 
Жы. tim hai só а уа b thoả тап 1 < a < b < 2, sao cho phương trình trong Ví du 3 ở 
trên có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (a ; Б). 


BÀI ĐỌC THÊM 


TÍNH GẦN ĐÚNG NGHIỆM СОА PHƯƠNG TRÌNH. 
PHƯƠNG PHÁP CHIA ĐÔI 


* Trong Ví dụ 3 ở phần ІП, 53, ta đã chứng minh được rằng phương trình 
© + 2v — 5 = 0 có nghiệm хо thuộc khoảng (0 ; 2). Giả sử rằng đó là nghiệm duy 
nhất của phương trình trên khoàng пау. 

Bằng cách áp dụng liên tiếp Định lí 3, ta có thể tìm được các giá trị gần đúng của 


nghiệm хо. Ta làm như sau : 
- Bước 1 : Lấy số I == Ta có, ƒ(1) = -2. So sánh dấu của (1) và dấu của 


giá trị hàm số tại hai đầu mút là f(0) và f(2), ta thấy : Д1) Д2) = -2.7 < 0. Do đó, 
phương trình f(x) = 0 có nghiệm thuộc (1 ; 2). Như vậy, xo е (1:2). 
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- Bước 2 : Lấy số 12-52. Та có, /1,5) = 1,375 уа (1),Л1,5) = –2.1,375 < 0. 
Do đó, fx) = 0 có nghiệm thuộc (1 ; 1.5). Như vậy, xo е (1; 1,5). 


1+15 


- Bước 3: Lấy số 1,25- . Ta có, (1,25) = -0,546 875 và 1,25) 11,5) < 0. 


Do đó, f(x) = 0 có nghiệm thuộc (1,25; 1,5). Như vậy, xạ е (1,25 ; 1,5). 
Bång sau đây trình bày kết quả tính lần lượt của các bước 4, 5, 6, 7. 


ath a+b 
a b 5 Ла) fb) f ( 5 ) Nghiệm xg 
125 | 15 | 1375 | -0.546875 1375 0.349609375 125 <0<1375 
125 | 1375 | 1.3125 | -0.546875 0,349609375 ~0.114013671875 LAIS £ xạ < 1475 
13125| 1375 | 1,34375 | -0,114013671875| 0349609375 0,113861083984375 


13125 <x0 < 1,34375 


1,3125 | 1,34375 |1,328125| -0,114013671875 | 0.113861083984375 | ~0,001049041748046875 


1328125 < у < 1,34375 


1. 
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Nếu dừng ở bước 4, ta có 1,25 < xạ < 1,375. Như vậy, có thể có được các giá tri 


gần đúng của nghiệm xạ. Chẳng hạn > là một giá trị gần đúng của ху 


với sai số tuyệt đối A < | 1,375 - 1,25| = 0,125. 


Khi dừng ở bước 7, ta có 1.328125 < xç < 1,343 75. Có thể lấy xo = 1,335 937 5 với sai 
số tuyệt đối А < |1.343 75 — 1,328 125| = 0,015 625. 

Nếu tiếp tục quy trình trên, ta tìm được những giá trị gần đúng của xo với sai số 
càng ngày càng bé. 


a+b a+b 


Chú ý. Trong quá trình tính toán, nếu có số 


— nào đó та д енка 


a+b 


luân nghiêm xç = 


e Việc tìm giá trị gần đúng của nghiệm như trên së dễ dàng hơn nếu sử dụng máy 
tính bỏ túi. Đặc biệt, máy tính bỏ túi có chức năng lập trình hay máy vi tính có thể 
cho phép tính một cách tự động và nhanh chóng giá trị gần đúng của nghiệm với 
sai số A rất bé. 


Bài tâp 


Dùng định nghĩa xét tính liên tục của hàm só f(x) = д +2х-1 tại xọ = 3. 


ә 


„ә 


а) Xét tính liên tục của hàm só y = g(x) tại xo = 2, biết 


3 
be, X? nếux#2 
8§Œ)= 4 х—2 
5 tiếu х = 2. 
b) Trong biểu thức xác định р(х) ở trên, cần thay số 5 bởi số nào để hàm số 
liên tục tại xạ = 2. 
3x + 2 nếu x < —l 


Cho hàm số f(x) = 2 
x l nếux>-l. 


a) Vẽ đồ thị của hàm só y = f(x). Từ đó nêu nhận xét về tính liên tục của 
hàm số trên tập xác định của nó. 

b) Khẳng định nhận xét trên bằng một chứng minh. 
v+Í 


Cho các hàm số ƒ(x) = và g(x) = tan x + sin x. 


араб 

Với mỗi hàm số, hãy xác định các khoảng trên đó hàm số liên tục. 

Ý kiến sau đúng hay sai 2 

"Nếu hàm số y = f(x) liên tục tại điểm хо còn hàm số у = g(x) không liên 
tục tại хо, thì у = f(x) + g(x) là một hàm số không liên tục tại ху” 

Chứng minh rằng phương trình : 

а) DÊ ~ 6x + 1 = 0 có ít nhất hai nghiệm ; 


b) cosx = x có nghiệm. 


Ôn tập chương IV 


Hãy lập bảng liệt kê các giới hạn đặc biệt của dãy số và các giới hạn đặc 
biệt của hàm số. 

Cho hai дау số (и„) và (v„). Biết |u, — 3 < ур với mọi n và іту, = 0. Có 
kết luận gì về giới hạn của dãy số (и,) ? 

Теп của một học sinh được mã hoá bởi số 1530. Biết rằng mỗi chữ số trong, 
số này là giá trị của một trong các biểu thức А, H, N, O với : 


A= с | ; H= (ү + 2п – п); 


n+2 
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22 39 54" 

Уп ; O = linm———. 

3n+ 7 (=: 4° 
Hãy cho biết tên của học sinh này, bằng cách thay các chữ số trên bởi các 
chữ kí hiệu biểu thức tương ứng. 

4. а) Có nhận xét gì về công bội của các cấp số nhân lùi vô hạn ? 
b) Cho ví dụ về một cấp số nhân йі vô hạn có công bội là số âm và một cấp số 
nhân lùi vô hạn có công bội là số dương và tính tổng của mỗi cấp số nhân đó. 


5. Tim các giới han sau : 


a) lim сс; Б, b) lim ваза Я 
92 хе + x+ 4 x3 x° +3x 
а к= В 3 2. 
с) lim A d) lim (C + x°- 2x+ 1); 
esy e4 х-э+ю 
gị їйї 2 859 , И, 2. ый, 


а) Tính lim f(x) ; lim g(x); lim f(x) và lim g(x). 
х0 х0 x->+œ x->+œ 


b) Hai đường cong sau đây (h. 60) là đồ thị của hai hàm số đã cho. Từ kết 
quả câu a), hãy xác định xem đường cong nào là đồ thị của mỗi hàm số đó. 


а) b) 
Hinh 60 
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10. 


11. 


Xét tính liên tục trên R của hàm số 


nếu x > 2 


nếu x < 2. 


Chúng minh ràng phuong trinh х? 3⁄2 + 5x — 2 = 0 có ít nhất ba nghiém 
nàm trong khoàng (-2; 5). 


Bài tập trắc nghiệm 
Mệnh đề nào sau đây là mệnh dê đúng ? 
(A) Một dãy số có giới hạn thì luôn luôn tăng hoặc luôn luôn giảm. 
(В) Nếu (а,) là dãy số tăng thì lim u, = +оо. 
(С) Nếu limu, = + và limv, = + thì lim(u, — v„) = 0. 
(0) Nếu u = а" và —1 < a < 0 thì limu, = 0. 


Cho dày số (up) với н, = тыд ааа 
LG: 


Mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng 2 


(А) lim m = 0; (В) lim u, = ; (С) шпи, = 1; 


(D) Рау (и,) không có giới hạn khi n — “о. 
Cho dãy số (и,) với u, = 42 + (М2)? +...+ (Dy. 


Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh 46 sau : 


2 
1-2” 


(А) limu, = V2 + (Ý2Ÿ +...+ О) +... = 


(В) limu, = - ; 
(С) limu, = +9 ; 
(D) Бау số (и,) không có giới hạn khi n — +. 
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13. 


14. 


15. 
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Chon phương án đúng : 


lim — =i bàng: 
хэ x-1 
(А)-1; (В) о; (С)-3; (D) +=. 
2 
Cho hàm só f(x) = — - 
lim f(x) bàng : 
x->—œ 
(А); (В)1; ()-%; 0) -1. 


Cho hàm só 


m nếu x= 3. 
Hàm số đã cho liên tục tại x= 3 khi m bằng : 
(A)4; (В)-1; (С) 1; (0) – 4. 
Cho phuong trinh 

-4x +4х-1=0. 

Mệnh đề sai là : 
(А) Hàm số f(x) = 43 +4x— 1 liên tục trên R ; 
(В) Phương trình (1) không có nghiệm trên khoảng (о ; 1); 
(С) Phương trình (1) có nghiệm trên khoảng (2 ; 0) ; 


1 
(D) Phương trình (1) có ít nhất hai nghiệm trên khoáng, Е š 3) А 


a) 


Trước đây, Dao hàm và Tích phân được học trọn ven trong Giải tích 12. Ngày nay, phán 
Líthuyết đạo hàm được học trong chương trình Đại số và Giải tích 11 để phục vụ kịp thời 
cho việc học các bộ môn khoa học khác nhu Vật lí, Hoá học,.... 

б đây, học sinh được học đầy đủ và hệ thống về đạo hàm cấp một từ các bài toán đưa 
đến sự xuất hiện khái niệm đạo hàm, định nghĩa, quy tắc tính và các công thức đạo hàm 
cơ bản và quan trọng nhất. 

Đạo hàm cấp hai được đưa ra nhằm giúp cho việc hiểu bản chất và cách tính toán một 
khái niệm quan trọng của Vật lí là gia tốc. 

Định nghĩa Vi phân được đưa ra nhằm chuẩn bị cho việc học Tích phân ở Giải tích 12. 
Vì không có thời gian học ở lớp 11, phần Ứng dụng đạo hàm chuyển sang chương đầu 
tiên của Giải tích 12. 


BAO HAM 


ĐỊNH NGHĨA УА Y NGHĨA 
CỦA ĐẠO HÀM 


1- ĐẠO НАМ TẠI MỘT ĐIỂM 


1. Các bài toán dẫn đến khái niệm đạo hàm 


1 

A io đoàn tàu chuyển động thẳng khởi hành từ một nhà ga. Quang đường s (mét) đi 
được của đoàn tàu là một hàm số của thời gian г (phút). Ó những phút đầu tiên, 
hàm số đó là s= . 
Hãy tính vận tốc trung bình của chuyển động trong khoảng [t ; tol với tj = 3 và r= 2; 
t 2A t= 29: 6= 0,90, 
Nêu nhận xét về những kết quả thu được khi г càng gần у= 3. 


а) Bài toán tim vận tốc tức thời 


Một chất điểm М chuyển động trên trục “Оз (h. 61). 


ы o s(to) sứ) 
| 
п † 


Hình 61 
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Quãng đường s của chuyển động là một hàm số của thời gian t 
s(t). 


Нау tìm một đại lượng đặc trưng cho mức độ nhanh chậm của chuyển động 


5 


tại thời điểm to. 
Giải. Trong khoảng thời gian từ т đến 1, chất điểm đi được quãng đường là 
s — so = s(t) — (6). 


Nếu chất điểm chuyển động đều thì tỉ số 


s— so _ 5(1)— sứp) 
тей fh 
là một hằng số với mọi í. 
Dó chính là vận tốc của chuyển động tại mọi thời điểm. 
Nếu chất điểm chuyển động không đều thì tỉ số trên là vận tốc trung bình 


của chuyển động trong khoảng thời gian | - tol ç 


Khi г càng gần 10, tức là 


t- tol càng nhó thì vån tóc trung binh càng thë 
hiện được chính xác hơn mức độ nhanh chậm của chuyển động tại thời 
điểm гу. 
Ти nhận xét trên, người ta đưa ra định пр Ша sau đây. 
Giới hạn hữu hạn (nếu có) 
2. AUD - sỨ, 
1ш 20 = S8) 
tong 1-10 
được gọi là уйп tóc túe thời của chuyển động tại thời điểm гу. 
Đó là đại lượng đặc trưng cho mức độ nhanh chậm của chuyển động tại thời 
điểm tọ. 
b) Bài toán tìm cường độ tức thời 
Điện lượng Q truyền trong dây dẫn là một hàm số của thời gian t : 


0-00. 
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Cường dó trung bình của dòng điện trong khoảng thời gian | - to] là 


+ 90—000) 
ĐT tam” 


Nếu |: - tol càng nhỏ thì ti số này càng biểu thị chính xác hơn cường độ 
dòng điện tại thời điểm го. Người ta đưa ra định nghĩa sau đây. 
Giới hạn hữu hạn (nếu có) 
а 1) – О(г 
lim 29-00%) 
гэ t-t 
được gọi là cường độ tíre thời của dòng điện tại thời điểm tọ. 
NHẬN XÉT 
Nhiều bài toán trong Vật lí, Hoá học, ... đưa đến việc tìm giới 


hạn dạng lim /@)-= Гоу) 
х Ху = +0 


, trong đó y = f(x) là một hàm số 


đã cho. Giới hạn trên dẫn tới một khái niệm quan trọng trong 
Toán học, đó là khái niệm dao hàm. 


2. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm 
ĐỊNH NGHĨA 
Cho hàm số у = f(x) xác định trên khoảng (a ; b) và xo е (а; Б). 


Nếu tón tại giới hạn (hữu hạn) 


im 200-700) 


katy Cg 
thi giói han dó duoc goi là dao hàm cüa hàm só y = f(x) tai 


điểm xo và kí hiệu là ƒ'(xạ) (hoặc y(xo)), tức là 


(ауы Thị Г ĐH), 


хх х- хо 
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CHÚ Ý 
Đại lượng Ах = x — xo được gọi là số gia của đối số tại хо. 


Đại lượng Ay = f(x) - хо) = хо“ Ax) — Ах) được gọi là số 
gia tương ứng của hàm số. Như vậy 


‚Ду 
ухо) = lim CS, 
Ах-0 Ах 


3. Cách tính đạo hàm bằng định nghĩa 


2 
А һат 56 у = Hãy tính y (xạ) bằng định nghĩa. 


Để tính đạo hàm của hàm số y = f(x) tại điểm xo bằng định nghĩa, ta có quy 
tác sau đây. 
QUY TẮC 
Bước 1. Giả sử Ах là số gia của đối số tại хо, tính 


Ay = Кхо + Ах) — Ххо). 


БЕЙІТІ; 
Bước 2. Lập tỉ số = š 
Ax 


Bước 3. Tìm lim м 
Ах->0 Ах 


2 НЕТТІ 
Ví du 1. Tính đạo hàm của hàm só f(x) = — tại điểm xo = 2. 
x 
Giải. Già sir Ax là số gia của đối số tại xạ = 2. Ta có 
1 1 Ах 


Ау = РО + Ах) – ƒ@)= 


2+1Ax 2 20+)’ 
Айс. см 
Ах 20-4)” 

4 Ау " _1 1 
lim --- lim --------. 
Ах->0 Ах Ах->02(2-- Ах) 4 


Vậy Ƒ2) = Ta 
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4. Quan hệ giữa sự tổn tại của đạo hàm và tính liên tục của hàm số 
Та thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 1 


Nếu hàm số f(x) có đạo hầm tại xo thì nó liên tục tại 


điểm đó. 


CHÚ Ý 
a) Định lí trên trơng đương với khẳng định : 
Nếu hàm số y = f(x) gián đoạn tại xo thì nó không có đạo 
hàm tại điểm đó. 
b) Mệnh đề đảo của Định lí 1 không đúng. 
Một hàm së liên tục tại một điểm có thể không có đạo hàm tại 
điểm đó. 
Chẳng hạn, hàm số foj- ү” nếu 25-0 
x nếuy<0 
liên tục tại x = 0 nhưng không có đạo hàm tại đó. 
Та nhận xét rằng đồ thị của hàm số 
này là một đường liền, nhưng bị 
"gãy" tại điểm Ø(0; 0) (h. 62). 


5. Y nghĩa hình học của đạo hàm 


3 
2 
а) Vẽ đồ thị của hàm số /( => 


b) Tính /"(1). Hinh 62 
с) Vë đường thẳng đi qua điểm М(1; > 


và có hệ số gác bằng ƒ '(1). Nëu nhận 
xét về vị trí tương đối của đường thẳng 
này và đồ thị hàm số đã cho. 


a) Tiếp tuyến của đường cong phẳng 
Trên mặt phẳng toạ độ Оху cho đường, 
cong (C). Giả sử (C) là đồ thị của hàm 
số у= f(x) và Molo : ƒ(xạ)) € (С). Kí 
hiệu М(х; Дх) là một điểm di chuyển 
пеп (С). Đường tháng MoM là một cát 
tuyến của (C) (h.63) Hình 63 
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Nhận xét ràng khi x > ху thì M(x ; f(x)) di chuyển trên (C) tới điểm 
М0: ƒ(xạ)) và ngược lại. Giả sử cát tuyến ММ có vị trí giới hạn, kí hiệu 
là MoT thì MoT được gọi là йер tuyến của (С) tại Mẹ. Điểm Mẹ được 


gọi là tiếp điểm. 


Sau đây, ta không xét trường hợp tiếp tuyến song song hoặc trùng với Оу. 
b) Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Cho hàm số у = f(x) xác định trên khoảng (а ; b) và có đạo hàm tại 
xạ € (a ; Р). Gọi (C) là đồ thị của hàm số đó. 


ĐỊNH LÍ 2 


Đạo hàm của hàm số y = Қа) tai điểm xạ là hệ số góc của 
tiếp tuyến MoT của (С) tại điểm Мо (ху; Ххө)). 


Chứng minh. Giả sử M(xo + Ах; хо + Ах) là điểm аі chuyển trên (С). Та 
có (h.64) 

МОН = Ax, HM = Ау. 
Hệ số góc của cát tuyến MoM là tang, trong đó ø là góc tạo bởi trục Ох và 


vectơ МУМ như trên Hình 64a hoặc 64b. Ta có 


НМ Ау 


tang = 


Ніпһ 64 
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Khi M dần tới Мо (M —> Му) thi Ax —> 0 và ngược lai. 


Theo giả thiết, f(x) có đạo hàm tại xạ nên tồn tại giới han 


А : 
fŒạ)= lim АУ lim tang. 
Ax->0ÂXY мәм 


Vậy khi М — Mp thì cát tuyến MM dân tới vị trí giới hạn là đường thẳng 


MoT, có hệ số góc bằng lim tanø= ƒ (хр). 
мәм, 


Đường thẳng МТ là tiếp tuyến tại Мо của (C). 

Vậy f '(xo) là hệ số góc của tiếp tuyến tại Mo của đồ thị (С). ш 
e) Phương trình tiếp tuyến 

4 

Viết phương trình đường thẳng đi qua М(х; у) và có hệ số góc k. 


Тігу nghĩa hình học của dao hàm ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 3 


Phương trình tiếp tuyến của đồ thị (С) của hàm số y = f(x) 
tại điểm Мо(хо ; Ќохо)) là 


у-ур = ƒq)(X — xạ), 


trong dó yo = Дх). 


5 
Же. hàm số у--х243х-2. Tính y(2) bằng định nghĩa. 


Ví ди 2. Cho parabol у= «а + 30-2. 
Viết phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm сб hoành độ xo = 2. 


Giải. Bằng định nghĩa ta tính được y(2) = —1. Do đó, hệ số góc của tiếp 
tuyến là –1. Ngoài ra ta có y(2) = 0 


Vậy phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm Mạ(2 ; 0) là 
y-0= (-1).(x- 2) hay y= -x + 2. ш 
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6. Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 


a) Vận tốc tức thời 


Xét chuyển động thẳng xác định bởi phương trình s = s(t), với s = s(t) là 
một hàm số có đạo hàm. Như đã thấy trong bài toán mở đầu, vận tốc tức thời 


của chuyển động tại thời điểm to là đạo hàm của hàm số s = s(t) tại tọ : 
убо) = #00). 
b) Cường dó tức thời 


Nếu điện lượng О truyền trong dây dẫn là một hàm số của thời gian : О = Q(t) 
(О = Q(t) là một hàm số có đạo hàm) thì cường độ tức thời của dòng điện 


tại thời điểm 70 là đạo hàm của hàm số Q = QC) tại to : 


Kto) = 0%). 


II - ĐẠO НАМ TRÊN MỘT KHOÁNG 


6 
А. dinh nghia, һау tính дао hàm cúa các hàm 56: 


a) feo) = x? tại điểm x bất ki ; b) я(х)= tại điểm bất kì x=0. 
š 


ĐỊNH NGHĨA 


Hàm số у = f(x) được gọi là có đạo hàm trên khoảng (a ; b) 
nếu nó có đạo hàm tại mọi điểm х trên khoảng đó. 


Khi đó, ta gọi hàm số ƒ' : (а; b) > R 

xe f'(x) 
à đạo hàm của hàm số y = f(x) trên khoảng (а; b), kí hiệu là 
y hay (х). 


Ví du 3. Hàm số y = x có đạo hàm у = 2v trên khoảng (-о9; +оо). 


2 1 š 
Hàm só y = — có dao hàm y' = — = trên các khoảng (—œ; 0) và (0; +оо). 
x x 
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BÀI ĐỌC THÊM 


ĐẠO HÀM MỘT BÊN 


Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a;b) và Xo є(а;Ь). Có thé không 
tôn tai giói han (hüu han) 
Жу X 
lim fœ- оу) 
xg 
nhưng tồn tại các giới hạn một bên 
._. fœ- РО) 
lim Я 


СЫ ж 
хх) 


im f- feo) 
хә cưng х= 


Khi đó, ta nói hàm số có đạo hàm một bên. 


ĐỊNH NGHĨA 1 
Nếu tồn tại giới hạn (hữu hạn) bên phải 
ўы /@- оу) 
хәлі Х-56 
ta sẽ gọi giới han đó là đạo hàm bén phải của hàm só у= f(x) tại 
х= хо và kí hiệu là (хо). 


Tương tự, giới hạn (hữu hạn) bên trái (nếu tồn tại) 


/@)- у) 


lim 


жэ 


x 0 
được gọi là đạo hàm bên trái của hàm số у= f(x) tại x = x và kí hiệu 
là 05). 
Các đạo hàm bên phải và bên trái được gọi chung là đạo hàm một bên. 
Từ các tính chất của giới hạn một bên suy ra ngay định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 
Hàm số у= f(x) có đạo hàm tại xạ khi và chỉ khi fY р 


Ро) tón ізі và bàng nhau. Khi dó, ta сб 


Роф-Ғоф- Guy 
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Ví dụ 1. Chứng minh rằng hàm số 
š 
x nếu x>0 
-Í К 
-хпёих<0 
có các đạo hàm một bên, nhưng không có đạo hàm tại xạ = 0. 


Giải. Ta có : 


0?)= li 

Гез = х-0 
моу 1a TOSO 
Оу: ша 222 AF2. 

f'o) ШШЕ. ыы 


Vậy tại ху =0, hàm số пау có đạo hàm bên phải bằng 0, đạo hàm bên trái bằng —1. 
Vì các đạo hàm bên phải và bên trái khác nhau nên hàm số không có đạo hàm 


tại хо =0. ш 


Ví du 2. Xét su tón tai дао hàm уа сас дао hàm mót bën сйа hàm só 


tại điểm x=0. 


Giải. Vì 
)— FO Е 
іш ГО-О) ұу soimi ban 
yo х-0 x> x-0 хәм Jx 
nên hàm sõ không có đao hàm bên phåi tai x = 0. 
Vi 
па in 252 
x0 x-0 хәб x 


nên hàm số có đạo hàm bên trái tại a = 0 và /(07)-2. 
Từ định lí suy ra rằng hàm só đã cho không có đạo hàm tại х-0. ш 
ĐỊNH NGHĨA 2 
Hàm số у = f(x) được gọi là có đạo hàm trên đoạn [a : b] nếu thoả mãn 
các điều kiện sau : 
Có đạo hàm tại mọi x e (a ;)) ; 
Có đạo hàm bên phải tại x= а ; 
Có đạo hàm bên trái tại x = b. 
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Bài tập 
Tìm số gia của hàm số f(x) = x biết rằng : 
а) хо= 1;Ах-і1; 
Ъ) хо= 1; Ах= – 0,1. 


Ау , ¿ 
Tính Ay và ee спа các hàm só sau theo x và Ах: 
х 


а) у= 2-5; b)y=x —l; 
с)у= 20°; d) у= —. 


‘lính (bằng định nghĩa) đạo hàm của mỗi hàm só sau tại các điểm đã chỉ ra : 


a)y= Ltx tai xí 


ypas tại xạ =2; 


х 


Chúng minh ràng hàm só 

(х- 12 nếu x > 0 

ƒŒ) = 

Ж nêu x < 0 
không сб đạo hàm tại điểm x = 0 nhưng có đạo hàm tại điểm x = 2. 
Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong у= х? : 
а) Tại điểm (-1 ; -1) ; 
b) Tại điểm có hoành độ bằng 2; 


с) Biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 3. 


қ 22 Өте 1 
Viết phương trình tiếp tuyến của đường hypebol у=—: 
х 


а) Tai diém G 5 2) 3 
2 
b) Tại điểm có hoành độ bàng -1 ; 


с) Biết rằng hệ số góc của tiếp tuyến bằng =? 


7. Một vật rơi tự do theo phương trinh s = Та, trong dó g * 9,8 m/s? là gia 
tốc trọng trường. 


а) Tìm vận tốc trung bình của chuyển động trong khoảng thời gian từ t 
(1-58) đến t + At, trong các trường hợp Лг = 0,1 6; At = 0,055; At = 0,001 s. 


b) Tìm vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm / = 5 s. 


2 QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 


I- ĐẠO НАМ CỦA MỘT SỐ НАМ SỐ THƯỜNG GẶP 


1 
Ақ. định nghĩa tính đạo hàm của hàm só у= > tại điểm x tuỳ ý. 
Dự đoán đạo hàm của hàm số y = a tại điểm x. 
Việc tính đạo hàm của hàm số bằng định nghĩa nói chung phức tạp. Đối 


với một số hàm số thường gặp, ta có những công thức cho phép tính một 
cách nhanh chóng đạo hàm của chúng tại một điểm. 


ĐỊNH LÍ 1 


Hàm số y= x”(n e М,п>1)сб đạo hàm tại mọi x 6 R và 


(х”у = т"! 


Chứng minh. Già sử Ах là só gia của x, ta có : 


Ау =(х+ Ах)" – х" 


= (x+ Ax — х) [(х+ Ax)" = + (х+ Ах)? EF at WF Ar”? + xH 


үл +(х+ Ах)? х+..+(х+ Ау? + К йн ; 


= Ax[(x + Ах) 
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= = (х+ лу! +(х+ Аху 2х Ba FEF Ax? + х?! š 
x 


n sóhang 


Vậy (лу =m" l.m 


NHẬN XÉT 
а) Đạo hàm của hàm hằng bằng 0: (=0: 


b) Đạo hàm của hàm số у= x bằng 1: (х) = 1. 


2 
А minh các khẳng định trong nhàn xét trên. 
ĐỊNH LÍ 2 


Hàm số y = М có đạo hàm tại mọi x dương và 


Wx) = 


1 
2” 


Chứng minh. Giả sử Ах là số gia của х duong sao cho x + Ах > 0. Та có 
Ау- Ух + Ах - Ух Е 
Ау _ Ух + Ах — Мх Ж (Мх + Ах – ЕГЕН + Ах + Jx) 


Ax Ax Ax(y x + Ах + 4v) 


_ ХААХ Уу 1 А 
AxAlx+Av+A*>) Xx+Ar+aAx, 
lim 2 lim 1 ЄЛ 
Ахэ0 Ax Avrs0AYx+Av+ ЯН мМ: ` 
Vậy đạo hàm của hàm só у= 4 là у= ! ш 


дө 


А: 
Có thể trà lời ngay được không, nếu yêu cầu tính đạo hàm của hàm só f(x) = М: 


tại x=-3;x =4? 
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П - БАО НАМ СОА TỔNG, HIỆU, TÍCH, THƯƠNG 


1. 


Định lí 


ĐỊNH LÍ 3 


x thuộc khoảng xác định. Ta сб: 

а) 
(2) 
(uv) = u'v + и” (3) 


У у 


(и+ у) = u'+ v' 


(и- уў = и'– у 


Giả sử и = u(x), v = у(х) là các hàm só có đạo hàm tại điểm 


(у= 00) 0). а) 


Chứng minh. Та chứng minh các công thúc (1) và (2). 


Xét hàm y = u + v. Giả sử Ах là số gia của x. Ta có số gia tương ứng của и 


là Ли, của v là Ду và của y= u + v là 
Ay = [(u + An) + (v + Av)]T— (u + v) = Au + Av. 
Ау _ An+Ayv - 


Từ đó —— 
Ах Ах 


¿ Ay 4 Au + v TE 
lim — = lim — + lim — = u'+ v'. 
Ах-0 Ax Ах-э0 Ах Ах-0 Ах 


Vậy (u + у) = и +v'.. 
Chứng minh tương tự, ta có (u — v) = и – v'. 8 
Bàng quy nap toán hoc, ta chúng minh duoc 


Qa муе, = Hị+H2+...+ Hạ. 


Các công thức khác được chứng minh tương tự. 


4 
А. dung các công thức trong Binh lí 3, hãy tính đạo hàm của сас hàm só 


у = 5х – 2х5 у у = —x° Jx. 
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Ví dụ 1. Тип đạo hàm của hàm số у= x- х +. 


Giải. (x? - хі + Му = 2x- 45 + 


1 
шп 
Wx 
Ví du 2. Tìm đạo hàm của hàm só y = (Ух 92у. 
Giải. Та có 


Гам - DN = (З — х?) + (fx - х?)' 


(w = у(х) # 0). 


5 
А: chứng minh сас һе quả trên và lấy ví du minh hoạ. 
1-2л 
х3 ' 


Ví du 3. Tìm đạo hàm của hàm số у= 
Giải. Ta có 


Ệ = 2) 0 20) (0 + 3) – (l — 2)(x +3)' 


х +3 (х +3)? 
23) (123 _ =7 
= ——  —ə>-ü - ——. 8 
(х +3)? (х +3)? 
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ІШ - РАО НАМ СОА НАМ HỢP 


1. Hàm hợp 


y = ffg(x)). 


Hinh 65 
Già sử u = g(x) là hàm số của x, xác định trên khoảng (a ; b) và lấy giá trị trên 
khoảng (с ; d) ; у= Ќи) là hàm số của и, xác định trên (с; d) và lấy giá trị trên 
R . Khi đó, ta lập một hàm số xác định trên (а ; b) và lấy giá trị trên R theo 
quy tắc sau (h.65) : 
х Ка). 
Та gọi hàm у = f(g(x)) là hàm hợp của hàm у = f(u) với и = g(x). 


Ví du 4. Hàm số у= (1 — "9 là hàm hợp của hàm số y = u” với w= 1 
Ví dụ 5. Hàm số у = sin(f + 7) là hàm hợp của hàm số у = sinu với 
u = @ + у; @, y là những hằng số. 
6 
Hàm số у= +” +х+1 là hàm hợp của các hàm số nào ? 

2. Đạo hàm của hàm hợp 


Та thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 4 


và hầm số y = Қи) 


Nếu hàm số и = g(x) có đạo hàm tại x là u' 


И 
có đạo hàm tai и là y'„ thì hàm hop у = f.g(x)) có đạo hàm tại 


x là 
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Ví ди 6. Tìm đạo hàm của hàm số у= (1 — 2x). 


Giải. Đặt u= 1 — 2v thì у=, у, = 3⁄2, ш,--2. 


Тһео công thức tính đạo hàm của hàm hợp, ta có 


Yy = ушу = Зи? (2) = 612. 


£ = lu 
Vậy уұ--61-2х)7. ш 


5 
3-4 


Ví du 7. Tìm đạo hàm của hàm số у= 


Giải. Đặt u= 3x — 4 thì у= z 
и 


Theo công thức tính đạo hàm của hàm hợp, ta có 


$> 2 703х402. 


Bảng tóm tắt 


(u +v- w) = u'+ v' — и" 


(kuy = ки (СІЗ hằng số) 


(иу) = иу + иу! 


(£) _ шу = иу" 
v , 


Bài tập 
1. Bằng định nghĩa, tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a)y= Ter tại xạ = 1; 
b)y= х 2x + 1 tại xụ = 2. 
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ә 


Tim đạo hàm của các hàm số sau : 


a)y= + — 45 + 20-3; Ы у= L - L ға - 0.54 { 
4 3 
с) у d) у= 3x 5%- 3x2). 
Тип đạo hàm của các hàm số sau : 
a)y= Q - 52» š b)y= Q? +1) (5 = зу?) š 
2х 3-5 
6) Кел -; d) у — Ệ 
е1 #-#wl 


3 
п И ИГЕ" А 
е) у= Ë + 3] (т, п là các hãng số). 
ж 


Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) у=х^- хх + 15 b) у-МУ2-5х- x? š 
Jas EF] | 
Мх 
Cho у = х?-3х *+2. Tìm x để : 
a)y>0; b)y<3. 


ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ 


1. 


5.9 LƯỢNG СІАС 


tết sinx 
Giói han сйа 


x 
1 


тәң 20001 sI10/0Ó1 нь 
0,017 0,001 


Та thừa nhận định lí sau đây. 
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DINH LÍ 1 


lim 


videl Tính Hà ТЕ, 


x0 x 


Giải. Ta có 


=: Мап g sinx 1 o ШЕ ү, 1 
Іші = lim > = lim . lim =1. ш 
х-э0 x х->0 x 2 


+0 X х->0 cosx 


Vídu 2. Tính lim 31125 


хэй0 х 
Gide їшї 21028 ә ы (ә) = олн 025.012 2, m 
x>0 х х0 2х х-э0 2х 


2. Đạo hàm của hàm số у = sin x 


ĐỊNH LÍ 2 


[ Hàm số у = sinx có đạo hàm tại mọi x е R và (sinx)' = cos x 1 


Chứng minh. Giả sử Ах là số gia của x. Ta có : 


Ay = sin(x + Ax) — sinx = —. + м) š 


sin Ал sin = 
A ( ТЫ 729. 
— = 2cos x + — 2 = cos| x + — > 
x Ax Ax 
2, 
ы AG sin—— 
lim ——= lim cos(x + А), lim 
Ах->0 Ах Ах->0 2J ax>0 Ах 
2 
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6 


a i Ax жа lì s сық ` 
Vì lim cos(x + >) = cosx (do tính liên tục của hàm số у = cos x) 
Ax>0 2 


‚ Ах 
Sin—— 
a БЕ: 
và Іші — = 1 пеп lim АУ = |, cosx= cos x. 
Avos0 Ах Ах->0 Ах 
2 


Vậy у = (sinx)' = cosx. Ш 
CHÚ Y 


Nếu у= sin u và u = u(x) thì 


(sini) 


П 


о: 
Ví du 3. Tìm đạo hàm của hàm só у= sin(3x + 5), 
Giải. Đặt и = Зх 5 thì и = 3 và y = sin u. 

л 
Та có y'= u'cos u = ЕЕ + z) ‚п 


Đạo hàm của hàm số у= cos x 
2 
Tim dao hàm cúa hàm só y= “([®- 3): 


ĐỊNH LÍ 3 


[ Hàm số у = cosx có đạo hàm tại mọi x е R và (cos x)' = – ѕіп 


` 4 Z AM :Ä 45 5% š 
Tù nhận xét cosx = sin (= = ) suy ra ngay điều phải chứng minh. 
CHÚ Ý. 


Nếu у= cos u và и- u(x) thì 


(сов и) nữ. 
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Ví ди 4. Tìm đạo hàm của hàm só у= cos? - 1). 
2 BS ха 3 `. 2x 

Giải. Dätu=x – 1 и = Зх và у = cosu: 

Та сб 


tên 3v 3 
—u'sinu = —3x sin(x — 1). m 


4. Đạo hàm của hàm số y= tan х 


3 


Tìm đạo hàm của hàm só ƒ(+)= нал (тке) 
совх 2 


DINII LÍ 4 
терү т 2 Арда л 2 
Hàm só у = tanx có đạo hàm tại mọi x = 5 +kn,k 2 và 


1 
(tanay = 


cos” x 


Ấ 2 А ер 2 sinx 
Ap dung quy tác tính đạo hàm của một thương đối với hàm só tan x = , 


cos x 
suy ra điều phải chứng minh. 


CHÚ Ý 
Nếu y= tan u và и = u(x) thì ta có 


и 
(апу = 


cos" и 


Ví du 5. Tìm đạo hàm của hàm só у= tan(3⁄2 + 5). 
Giải. Đặt и = 3x? + 5 thì w = 6x và у= їапи. 
Та сб 


Қ u' 6x 


cos? u cos?(3x? +5 
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5. Đạo hàm của hàm số у= cot x 


4 
Ri, đạo hàm của hàm só 


y= (я x) với x # km, k 8 2. 


ĐỊNH LÍ 5 


Hàm số у = соїх có đạo hàm tại mọi x# km, k е Z và 


(cotx)'=— l 


sin? x 


CHÚ Ý 


Néu y= cot u và u = u(x), ta có 


“ 
(соғ)! = – 


біп? и 


Ví du б. Tìm đạo hàm của hàm số 
у= cot (3x = l). 


Giải. Đặt u= cot(3x — 1) thì y = 1 


Theo công thức đạo hàm của hàm hợp, ta có 


ді ыш іу ке Я 
уын, = 3M”.H'y 


= 3co2(3x — 1)[cot(x — 1)]' 


= 3cot2(3x — ED 
sin“ (Зх – 1) 
= Зсо (3x - ,— = — 
sin“ (Зх — 1) 


ch Осов2(3х _ 1) 
sin1(3x = 1) 
167 
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BẢNG ĐẠO НАМ 


ЕИ 
(o se 


(uy = m tự 


йы. 
(hy = 


(віпх) = cosx 


(sinu) = и'.соѕи 


(cosx) = -sinx (сози) = —m.sinu 
ана П tani = 
соѕ х соѕ и 
(cot x)' = – 3 (cot u)' = — 5 
sin^ 3 sinf u 
Bài tâp 
Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
gl 2x+3 
а) у= Я b) у= ; 
)) 5х-2 ) 7-3х 
2. 2 
а 2х3 г АРЗ, 
б Е d) y = 2 = 
3-4х х2 -3v 
Giải các hát phương trình san : 
2 Р 
: А SE жа: 
a) y <0уді rss ; 
yl 
42. 
"cac nh 
х1 
? 221 
c) y >0 với *=—=——. 
x“+x+4 


"Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


а sinx + cos x 
а) у= 5ѕіпх – 3cosx; b)y=—— : 
Sin x — cosx 


sinx * 
+ 


с) у= хсоїх; d) у= - Я 
sinx 


е) y=Xl+2tanx; fy у= siny1 + x2. 


Тїш дао hàm cüa các hàm só sau : 


а) у= (9 - 2х)(2х°— 9x” +1); b) у= (ығ- 5] (1x- 3) ; 
£ 
с) у= (х- 2)Ух2 +1? d) y= тап?х > cota? ; 
e) y = cos + 
l+x 
Tính Tu biét ràng f(x) = + và Дх) = drt si 
Ф@) 2 


Chứng minh rằng các hàm số sau có đạo hàm không phụ thuộc x : 


a)y= віпбх + cos r+ 3sin?v.cos”x A 


Giải phương trình f'(x) = 0, biết rằng : 


а) Дх) — 3eosx + Asin x + 5x ; 


DIOD- l— sin(+ x)+ ең ШЕ x) ) 
Giải bất phương trình f'(x) > g'(x), biết гапа: 
а) Р(х) = хх ж, ga) = 3⁄2 +х+ 2 ; 


2 
b) Р(х) = 2x) – x2 «ДЗ, gx) = xX #€ SP 43. 
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$ Z VIPHÂN 


1. Định nghĩa 


) бо hàm só /(х)= Мт, хо = 4 và Ах = 0,01. Tính (ҳу) Ах. 


Cho hàm só у = f(x) xác định trên khoảng (а ; b) và có đạo hàm tại x є (а; b). 
Già str Ax là só gia cüa x. 


Та gọi tích f '(x)Ax là vi phân của hàm só y = f(x) tai x ứng với 
số gia Ах, kí hiệu là df(x) hoặc dy, tức là 


CHÚ Ý 
Áp dụng dinh nghĩa trên vào hàm số y = x, ta có 
ах = а(х) = (x}Av= l.Ax= Ах. 
Do đó, với hàm só у = f(x) ta có 
dy = фро) = ҒО. 
Ví du 1. Тіп уі phân của các hàm số sau : 
a) y=a`- 5х-1; 
b)y= жне 
Gidi 
а) у= Fow 1, y'= 3,2-5. 
Vậy dy = dx? — 5x + 1) = ydv = (Bx? — 5). 
b) у= sinx, y= 3sinˆv cosx. 
Vậy dy= d(sin x) = уах= 3зїп^х cosxdv. ш 
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2. Ứng dung уі phân vào phép tính gần đúng 


5 


Theo dinh nghia cüa dao hàm, ta có 


Ay 
(хо) = lim —. 
Гоо Ах->0Ах 


Do đó với |Ax| đủ nhỏ thì 
Ay +. ' 
A жм f'(xo) hay Ауя f'(xọ)Ax. 
A 


Từ đó, ta có f(xo + Ах) — /00) # f'(xo)AX 


hay | f( + Ах) 8 (ху) + ƒ'Og)Äx, 


Dó là công thức tính gần đúng đơn giản nhất. 
Ví dụ 2. Tính giá trị gần đúng của 43,99. 


А 1 
Giải. Dat f(x) = Vx , ta có Р(х) =—=. 
м: 
Theo công thức tính gần đúng, với xạ = 4, Ах = – 0,01 ta có 
ƒG.99) = ƒ(4- 0,01) = /(4) + F'(A 0,01), 


tức là 43,99 = 44- 0,01 = V4 + sựr C000 = 1,9975. ш 


а 
Ваі tập 
Tìm vi phân của các hàm số sau : 


Уу 


a+b 


b) у= (х2 + 4x + DQ? — fs). 
Tim dy, biét : 


а) у= (а, blà các hằng số) ; 


2 
a)y=tan x; 


cosx 


b) y= 
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v2 a° HÀM CÁP HAI 


1- ĐỊNH NGHĨA 
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А 


Tính у và đạo hàm của y', biết : 
a)y= х? - sử +4х; 
b) у= sin3x. 


Giả sử hàm só y = f(x) có đạo hàm tại mỗi điểm x е (а; b). 
Khi dó, hệ thức у = f '(x) xác định một hàm số mới trên khoảng, 
(а; b). Nếu hàm số у = f'(x) lại có đạo hàm tại x thì ta gọi đạo 
hàm của y' là đạo hàm cấp hai của hàm số y = f(x) tại x và kí 
hiệu là у" hoặc f "(v). 

CHÚ Ý 


• Đạo hàm cấp 3 của hàm số у = f(x) được định nghĩa tương tự 
và kí hiệu là у" hoặc ƒ"(v) hoặc fOQ). 

* Cho hàm số у = f(x) có đạo hàm cấp п- 1, kí hiệu là FED 
(ne №, п> 4). Nếu у(х) có đạo hàm thì đạo hàm của nó 


được gọi là đạo hàm сар n của Дх), kí hiệu là y? hoặc f™(x). 


P-ga. 


Ví du. Với y= х? thì 


у= 5x2, y" = 20x), у" = 60%, 


(п) _ 


y® = 120%, у?) = 120 và y” = 0 với n> 5. 


П - Ý NGHĨA CƠ НОС СОА ĐẠO НАМ САР HAI 
2 
Một vật rơi tự do theo phương thẳng đứng có phương trình зеза? (trong dó 
g=9.,8 тіз2). Hãy tính vận tốc tức thời у(/) tại các thời điểm г = 4 s ; г = 4,1 s. 


Tính 8 số = trong khoảng Лг = г — to- 


Xét chuyển động xác định bởi phương trinh s = f(t), trong dó s = f(t) là một 
hàm số có đạo hàm đến cấp hai. Vận tốc tức thời tại t của chuyển động là 
vữ)=ƒ0). 


Lấy số gia Aż tại ғ thì v(#) có số gia tương ứng là Av. 
әл АН ЕКІ” : З z š 
Ті só АП được gọi là gia tốc trung bình của chuyển động trong khoảng, 
t 
thòi gian Аг. Néu tôn tai 
Ау 
w{)= lim = ОР 

Ar>0 At 
ta gọi v'() = Ж) là gia tóc іс thời của chuyển động tại thời điểm 1. 
Vì wứ)= ƒ'ữ) nên 


7Œ) (0) 


1. Ý nghĩa cơ học 


Đạo hàm cấp hai f "() là gia tốc tức thời của chuyển động s = f(t) tại thời 
điểm t. 
3 


Tính gia tốc tức thời của sự rơi tự do s = na 


2. Ví dụ 
Xét chuyển động có phương trình 
s(t) = Asin(@ + p) (А, о, p là những hằng số). 
Тїш gia tốc tức thời tại thời điểm í của chuyển động. 
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Ге) 
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Giải. Gọi ү( là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm /. ta có 
v(t) = s'(t) = [Asin(@t + ф)]' = A@cos(@t + p). 
Vậy gia tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t là 


И) = s”Œ) = (0) = -Aw sin( о + p). m 


Bài tập 
a) Cho f(x) = (x + 10). Tính f "(2). 
b) Cho Дх) = sin3x. Tính f GÌ: f"), f" (5) 
2 18 
Tìm đạo hàm сар hai của các hàm số ваш: 


а) у= = b) у= 


2 
c)y=tanx; d) y= cos x. 


BAN CÓ BIÉT 


LAI-BO-NÍT (LEIBNIZ) 


Đồng thời và độc lập với Niu-tơn, nhà bác học người 
Đức Lai-bơ-nít là người phát minh ra phép tính vi phân 


và tích phân. Nhiều kí hiệu như S лода, ... Và 
Y 


thuật ngữ như "vi phân", "tích phân"... do Lai-bơ-nít 
đưa ra vẫn còn được sử dụng đến ngày nay. 


Leibniz 
(1646 – 1716) 


Công thức tính đạo hàm cấp n của tích hai һат u.v ( và 
v có đạo hàm đến cấp n) sau đây là của Lai-bơnít 


ауу” =uty+ бшу + см“, "+... 


+ cp P), (p) +. + Gra D. +u”. 


с) 


Có thể chứng minh công thức trên bằng phương pháp quy пар. 

Lai-bơ-nít sinh ngày 1-7-1646 tại Lai-xích (Leipzig). Cha ông là Giáo sư luân lí đã 
mất khi ông mới 6 tuổi nhưng ông đã kịp thừa hưởng ở người cha lòng ham mê 
môn Lịch sử. Ngoài những buổi học ở trường, Lai-bơ-nít tự trang bị kiến thức nhờ 
thường xuyên đọc sách trong thư viện của cha. Ông học tiếng La-tinh lúc 8 tuổi, 
đến 10 tuổi, ông đã làm thơ bằng tiếng La-tinh. Sau đó, ông học tiếng Hy Lạp và 
rất дібі thứ tiếng này nhờ sự cố gắng rất lớn. Năm 15 tuổi, Lai-bơ-nít là sinh viên 
luật của Trường Đại học Tổng hợp Lai-xích. Trong hai năm đầu, ngoài việc theo 
học Luật, ông đọc rất nhiều sách về Triết học, năm 17 tuổi (1663), nhờ bản luận 
văn xuất sắc về một trong những học thuyết lớn về Triết học, Lai-bơ-nít được 
nhận Bằng Cử nhân. 

Mùa hè 1663, Lai-bơnít chuyển sang học các giáo trình toán của Erhard Weigel 
ở Trường Đại học Tổng hợp léna. 

Năm 20 tuổi (1666), ông trở lại học Luật ở Lai-xích và chuẩn bị thi lấy Bằng Tiến 
sĩ. Vì ghen tị, người ta từ chối cấp Bằng Tiến sĩ cho Lai-bơ-nít. Họ nêu lí do là ông 
соп quá тё. Song thật га уі опо hiểu biết về luật nhiều hơn tất са các giáo sư б 
Lai-xích cộng lại. 

Chán ngấy thái độ hẹp hòi bao trùm Trường Đại học Lai-xích, ông rời thành phố 
quê hương đến Nuy-răm-be (Nuremberg). Ở đây, ông được phong học vị Tiến sĩ 
vào ngày 4-11-1666 nhờ công trình về phương pháp giảng dạy mới về luật 
Hơn nữa, người ta còn mời ông giữ chức vụ Giáo sư luật, nhưng ông từ chối. 
Lai-bơ-nít đã soạn công trình về giảng dạy Luật và đề xuất kế hoạch cải tiến của 
mình trên đường đi từ Lai-xích đến Nuy-răm-be. Một trong những đặc trưng của 
cuộc đời Lai-bơ-nít là ông có thể làm việc trong bất kì điều kiện nào, ở bất kì đâu, 
và trong mọi thời điểm. Ông đọc, viết, nghiền ngẫm không ngừng. Ông đã viết 
phần lớn các công trình toán học của mình (không kể những công trình đặc sắc 
về rất nhiều lĩnh vực khác nhau) trong các chuyến xe ngựa trên những con đường 
nhỏ ở châu Âu hồi thế kỉ XVII khi ông phải đi đây, đi đó theo yêu cầu của khách 
hàng. Hoạt động không mệt mỏi này của ông đã để lại cho chúng ta một khối 
lượng giấy viết đủ loại, đủ cỡ và phải lớn như một đống cổ khô, chưa kịp phân 
loại, và mới chỉ được công bố một phần. Ngày nay, phần lớn số giấy này còn 
đang được đóng gói trong một góc của thư viện Hoàng gia ở Ha-nô-vơ (Напоуег). 
Thật khó tin được rằng chỉ một cái đầu lại có thể sản sinh ra được toàn bộ tư 
tưởng (đã hoặc chưa in ra) mà Lai-bơ-nít đã để lại trên những trang giấy kia. Điều 
làm các nhà giải phẫu ngạc nhiên là sau khi đo và quan sát hộp sọ của Lai-bơ-nít 
người ta nhận thấy rằng nó nhổ hơn nhiều so với hộp sọ của một người bình 
thường (Không hiểu lời đồn ấy có thật hay không !). 

Ông là nhà bác học lớn trong rất nhiều lĩnh vực (Luật, Tôn giáo, Chính trị, Lịch 
sử, Văn học, Logic, Triết học, Toán học, Siêu hình). Chỉ cần có một trong những 
cống hiến trên đây của ông cũng đủ lưu danh hậu thế. Người ta bảo Lai-bơnít là 
một ví dụ chứng tổ câu phương ngôn "Biết nhiều nghề, chẳng giổi nghề nào" 
không đúng. 

Ông là người sáng lập Viện Hàn lâm Khoa học Đức mà ông là vị Chủ tịch đầu 
tiên. Ông mất vào ngày 14-11-1716 ở Ha-nô-vơ trong cô đơn. 
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Ôn tập chương V 


Тіп đạo hàm của các hàm số sau : 


3 2: 
а) y=—-*+x-5 
з 2 
5 д. 
бетон, ә»-(2 «|а 
4x Ж 
2 52 2 
Ta D, буш жыз. 
1- Ух =3 
Tìm дао hàm của các hàm số sau : 
а) у= 2Ухвіпх- кок Я b) у= Soost + 
Ж 2x+l 
2 ы 
giữa f 20087 : ауз 2050: “sue, 
sint 3sing + соѕф 
tanx cotx 
e)y=——; Му- 5 
э sinx + 2 » mm 
Cho hàm số f(x) = Vl + x. Tính Д3) + (x – 3)ƒ'(3). 
Cho hai hàm số f(x) = tan.v và g(x) = = Tính ғо (О) 
1= g'o) 
Giải phương trình f'(x) = 0, biết rằng, 
Р(х) = 3x+ z = cn 5: 
x 
Cho ДО)---- х Ро) = = хѕіп х. Tính fi ng 


Viết phương trình tiếp tuyến : 


а) Của hypebol у= = 
k= 


- tại điểm А(2;3); 


b) Của đường cong y= © +4х?-1 tại điểm có hoành độ xạ = -1 ; 


с) Của parabol y= xX- 4х+4 tại điểm có tung dó yọ = 1. 


10. 


11. 


13. 


Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương trinh $ = Pgo Ог, trong 


dó t duoc tính bàng giây và S duoc tính bàng mét. 
a) Tính vận tốc của chuyển động khi t = 2 s. 

b) Tính gia tốc của chuyển động khi í = 3 s. 

с) Tính gia tốc tại thời điểm vận tốc triệt tiêu. 

d) Tính vận tốc tại thời điểm gia tốc triệt tiêu. 


Cho hai hàm số 


Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị của mỗi hàm số đã cho tại giao 


điểm của chúng. Tính gốc giữa hai tiếp tuyến kể trên. 


Bèi tập trắc nghiệm 
Chọn phương án đúng : 


2. о 
> es ; g (2) bằng : 


Với g(x) = = 1 
(А)1; (В)-3; (0-5; 
Néu f(x) = sinr+ x thì Б z) bàng : 


(A)0; (@B)1; (С)-2; 


. Già sử hœ) = 5(х + LỄ + 4(x + 1). 


Тар nghiệm của phương trình h"(x) = 01й: 
(A)[-1;2]; (В) (-ю;01; (С) [-1) ; 


3 x2 
Chị х) = ++. 
о f(x) СШ ЕЕЕ е. 


Тар nghiệm của bất phương trinh f (х) < 0 là : 


(A)Ø; (В) (0;+®%); (С)[-2;2]; 


(Ф) 0. 


(D) 5. 


(D) Ø. 


(D) Ce ; 4). 
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Ôn tập cuối năm 


1- CÂU HỎI 


1. 


Nêu định nghĩa các hàm số lượng giác. Chỉ rõ tập xác định và tập giá trị 
của từng hàm số đó. 


2. Cho biết chu kì của mỗi hàm số y = sinx, у = cosx, у = tanx, у= cotx. 

3. Nêu cách giải các phương trình lượng giác cơ bản, cách giải phương trình 
dạng аѕіпх + bcos x= с. 

4. Viết công thức tính số hoán vị của tập gồm n phần tử (n > 1). Nêu ví dụ. 

5. Viết công thức tính số chỉnh hợp chập К của n phần tử, công thức tính số tổ 
hợp chập k của n phần tử. Cho ví dụ. 

6. Viết công thức nhị thức Niu-tơn. 

7. Phát biểu định nghĩa xác suất (cổ điển) của biến cố. 

8. Nêu rõ các bước chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học và cho 
ví dụ. 

9. Phát biểu định nghĩa cấp số cộng và công thức tính tổng п số hạng đầu tiên 
của một cấp số cộng. 

10. Phát biểu định nghĩa cấp số nhân và công thức tính tổng п số hạng đầu tiên 
của một cấp số nhân. 

11. Dãy số (и,) thoả mãn điều kiện gì thì được gọi là có giới hạn 0 khi n dán 


п 
1. 


tới dương vô cực ? 

Viết công thức tính tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn. 

. Định nghĩa hàm số có giới hạn +% khi x =>—œ. 

Nêu các giới hạn đặc biệt của dãy số và của hàm số. 

. Nêu định nghĩa hàm số liên tục tại một điểm, trên một khoảng. Nêu nhận 
xét về đồ thị của một hầm số liên tục trên một khoảng. 


hát biểu định nghĩa đạo hàm của hàm số у= f(x) tại x = хо. 

. Viết tất cả các quy tác tính đạo hàm đã học. 

. Giả sử y = f(x) là hàm số có đạo hàm tại xạ. Hãy viết phương trình tiếp 
tuyến của đồ thị hàm số đó tại điểm Mo(xo : Ххо)). 

- BÀI TẬP 
Cho hàm số у = cos2x. 
а) Chứng minh rằng соѕ2(х + Кл) = cos2x với mọi số nguyên К. Từ đó vẽ 
đồ thị (С) của hàm số y = сов2х. 
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Ге) 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thi (С) tại điểm có hoành dó х = S 


: Зее š cos 
с) Tim (ар xác dinh cüa hàm só z = 


Cho hàm số у= — 
6+ 7sin2v 
a) Tính A = 92-2. biết rằng (апа = 0,2. 
6+ 7sin2ư 


b) Tính đạo hàm của hàm số đã cho. 

с) Xác định các khoảng trên đó y' không dương. 

Giải các phương trình : 

a) зын cu? х- дын 2 sin2 x = cos? x — sin? х А 
2, 2 

b) Зсовх + 4sinv = 5 ; 


с) sinx + cosx = 1 + cosx sinx ; 
) М1-совх = sinx (x € [z ; 3m]); 


) (ве - зып) а + ! + sinz - 3eos+) соѕх = 0. 


о 


Trong một bệnh viện có 40 bác sĩ ngoại khoa. Hỏi có bao nhiêu cách phân 
công ca mổ, nếu mỗi ca gồm : 

a) Một bác sĩ mổ và một bác sĩ phụ ? 

b) Một bác sĩ mổ và bốn bác sĩ phụ 2 

Тїш số hạng không chứa а trong khai triển của nhị thức 


10 
а 


Chọn ngẫu nhiên ba học sinh từ một tổ gồm có sáu nam và bốn nữ. 


Tính xác suất sao cho : 

a) Cả ba học sinh đều là nam ; b) Có ít nhất một nam. 

Một tiểu đội có 10 người được xếp ngẫu nhiên thành hàng đọc. trong đó có 
anh А và anh В. Tính xác suất sao cho : 

а) АУАВ đứng liền nhau ; 

b) Trong hai người đó có một người đứng ở vị trí số 1 và người kia đứng ở 
vị trí cuối cùng. 
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10. 


п. 


13. 
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Tìm cấp số cộng tàng, biết rằng tổng ba số hạng đầu của nó bằng 27 và 
tổng các bình phương của chúng bằng 275. 

Cho biết trong một cấp số nhân, hiệu của số hạng thứ ba và số hạng thứ hai 
bằng 12 và nếu thêm 10 vào số hạng thứ nhất, thêm 8 vào số hạng thứ hai 
còn giữ nguyên số hạng thứ ba thì ba số mới lập thành một cấp số cộng. 
Hãy tính tổng của năm số hạng đầu của cấp số nhân đã cho 


Tính các giới hạn sau : 


._(m+1- 2n)ˆ 
а) 


а) 


п? +1 


А 1 2 3 п-і1 
b) lim 7 + 5 + 5 +..+ > : 
+ n+l #1 пе +1 


Мал? +1+п ` 


2л +1 


d) пама 1). 


с) lim 


Cho hai dãy só (и), (у,) VỚI и, = VÀ Vụ = 


а) Tính limu,- 


b) Chứng minh rằng іту, = 0. 


. Chứng minh rằng hàm só y = cosx không có giới han khi x — +. 


Tính các giới hạn sau : 


g) lim 23 +x? 3+1). 
х->-о 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Chứng minh rằng phương trình sau có ít nhất một nghiệm : 
sinx= x- 1. 

Phương trinh sau có nghiệm hay không trong khoảng (–1 ; 3) : 
at= 33 + 1= 09 

Giải các phương trình : 

а) f '(x) = g(x) với f(x) = sin?2x và g(x) = 4соѕ 2х – 5ѕіп4х ; 

b) f'(x) = 0 với f(x) = 20соѕ 3x + 12соѕ 5х – 15сов Ах. 

Tính дао hàm của các hàm só sau : 


з 
Э 
2 
һә 
w 


2 5 sinx — xcosx 
с) у= (2— х) cosx + 2v sinx; d) y=— 
cosx + xsinx 


Tính дао hàm cáp hai cùa các hàm só sau : 


1 1 
а) y = — ; y=— 
 x+I x(l— х) 
с) у= sinax (a là hằng số) ; а у= sinx. 


Cho hàm só 


Кх) = № + м + сх+а. (С) 


Нау xác định các só Р, с, d, biết rằng đồ thi (С) của hàm só у = До) đi qua 


các điểm (-1 ; —3), (1; —1) và (у) = 0, 


. Cho các hàm số 


РО) = х^ + рх? + кезй. (С) 


g(x) = 2 Biei 


Với các só b, с, d tim được ở bài 19, hãy : 


а) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (С) tại điểm có hoành độ x= -l ; 


b) Giải phương trình f '(sinx) = 0; 


с) Tìm lim шю 
х->0 g'(sin3x) + 3 


ĐÁP SỐ - HƯỚNG DÁN 


CHƯƠNG I 82. 
81. ПИ 
1. а) x = arcsin— - 2 + k2m, 
1. а) ќапх = Otaix € |-л,0, л}; 3 
: Зл ЕЖ! 
b)tanx = 1їаїх є =. хел arcsin -2+ 0л, ke Z ; 
c) tanx > 0 khi pa Ter реті 
т т Зл 6 3 
xe |=®;== 10 0—|©|x:—]|: Жәкен 
2 2 2, Әке Еа keZ; 
d) tanx< 0 khi 2 2 
(z ) (% ) 4)х=—40° +k180°, 
#e|—-=;0 kal =? |: 
2) 2 x=110° +k180°,ke Z. 


2 a)D=R\V|kn ke Z); 


2. х=їт,х==+Е=,Ёє Z. 
b)D= В\ (0л, ke Z}; 4 


o) p= Ry (Zrt кед; 3. Әу-ізаксе2 ліс Z ; 
6 
š b)x=+4”+k.120,k Z ; 
d)D= вна rez}. 
6 с) Sa ho. ке? 
3. Láy déi xúng qua truc Ох các phán dó thi 8 3 1 
hàm số у = sinx trên các đoạn [л + k2m; буса х=, 7. 


2m + Кл], вій nguyên các phán dó thị 
СИСА: 4 х=-Х2іп,ке2. 
4. y = sin 2х là hàm số tuần hoàn với chu kì 4 
т và là hàm số lẻ. Từ đó suy ra đồ thị са 5 4) 45° +k180°,k  Z; 
hàm số này. I : I 
5. шалыс ман ік Бес Lai ke 2: 
y => xác định hoành độ giao điểm. 
c)x= ТА x=kn,ke Z. 
6. хє (7; п+ 2л), ke Ж. 4 2 


=Z 4km keZ. 
2 


3” 


7. х «(Был ол) ке A d)x =k 
=3 


€x = Юп, ke Z. 
т т 


b) 3—2sinx <5, Yax =5 7 a) x= ЗЕ =-1 +kn,ke 2. 


8. а) 0 <cosx <1, у<3,у,, 


6. х= аа ре 2. 
12 3 


Cx=-Ttk2n, ke Z. жеке 
2 ут=е+ ЕКЕ 2. 
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853. 


A 6. а) х= EE k @ Z. 
1. хех 2 КЮЛЕ 2. 4 5 


by х= Ет, 


2. a)x=k2mx= +7 +k2m.ke 2; Ôn tập chương I 
3 1. а) có ; b) không. 


arctan3+ Кт, k е Z. 


т Зл 
=k~,x= +20 t kn, k ; 3 
9» Кок “sg t k be Z 2. юе 39 хе (тй, 2). 


3. аух=й4т,Кє Z ;b)x= = + k2n, 3. а)1+созх<2 > y<3, Yma =3 
5л 1 Ф х= п ke 2; 
= — +21, х = arcsin| —— | + От, h ЖС 
Қ 1 Р 2т 
х= п- aresin|=—| +k27, ke 2; <>х- —+Ё2т, ke Z. 
4 3 
с) - кп, х= аам (-1) лке 2; 4 аул =—1+швзшт+2% kez; 
4 2 
x ыы; 
d x= +k ананы ас Ке 2. 
а а ы ыы tten ke Z; 


4 a) x= 2 +4 


c) — ол ke 7; 


x =saan[-3) +kn,ke 2; 


b)x = Z Ат, х = atetm3 + k8, ke 2; 
4 5 
с)х = +, х= arctan(-5) + ka, k € 2; Е 8 
4 b)x=—+Kkmx, x=arctan—+kzx,k € Z; 
а ЕА 2 15 
чун жна Е ЕЙ. с) х= т, ke 2; х=п- 20+ Юп, ke Z 
а раз ү ешо ые жаш 
атшы ысты ` Б 5 
b) ағы PR кей а) Điều kiện sinx #0, r= +2E+ 2. 
біз ta Z2 аша), CHUDNG II 
5 5 81. 


ы 2 16- =- 

gE ter еже 7; 1. a)4;b)4ˆ -16;с)4.3-12; 
12 12 2.42. 3.а)24;Ь)576. 4.12. 

82. 
1 
2. 


ла 
d)x=T- +kn, ke Z; > 
ао ЧН a)6!;b)3 x 5! ; с) 414. 


101; 3.210. 4 .360. 
5. a)60;b)10. 6.20.7.60. 


фано a 
13 13 
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83. 
2.12.3. п=5 А 28. 5.-І. 
6. a), b) Gợi ý. Khai triển 1119 = (10 + 1)!9 
101199 = (100 + 1)!99, 
84. 
1. а) Q = |558, SSN, NSS, SNS, NNS, NSN, 
SNN, NNN]. 
b) А = [SSS. SSN, SNS, SNN} ; 
В = {SNN, NSN, NNS} ; 
C=ISSN, МУ, NNS, NSN,SNN, МММ). 
2.а) О = [G, j); 1 <i,j<6) 
3.a) Q= [11,2], {1,3}, {1,4}, 0,3), 12, 4), 
{3,4}. 


b) А={{1,3},{2,4}}; 
В= {{1,2}, {1,4}, {2, 3}, {2,4}, 13,411. 


4. a) А-АА ; B= A тА 
;D= АУА). 


b) нр. D là biến eó "Cà hai người đều bắn 
trượt” 


AiO42)UCAI QA) 


5. a)Q=[1,2,... 10}; 
sk as {1,2,3,4,5} ; B= (7,8,9, 10); 
= 2,4, 6, 8, 10]. 
6. əй 


7. a) О góm các chinh hợp chập 2 của 5 chữ 
số I,2,3,4, 5; 
b) A = {(, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2,3), 
(2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5), (4, 5)} ; 
B= {(2, 1), (4,2)};С=0 

55. 


1.с) Р(А)- 1 


£, P8) 
(В) = 6" 


Zea qan LS Sh рт 
1 1 
P(A)=—, P(B) =— 
с) Р(А) + (В) 2 


3 1. 
7 
5. a)= 0,000 003 7; b) = 028123; 


с) ғ 0,000 133. 


3 1 1 
& а) —,b) —,c)—. 
3 75 Б 


2; 1 
6. а) 2,0) 2 
© зе 
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с) 15, 


12 
7. a) Độc lập ; b) — ; = 
li РЕ 


Ôn tập chương II 


4. ар 5. а) = 0,1 ; b) 0,2. 
a) —, ву 209, 7. = 0,4213. 
105 ТГ! 


2 3 1 1 
8. а) —:b) —; 9. а) — ; b) — 
9% ) 29 ЕЕ 2 


CHƯƠNG Ш 


3. 5и, = 1+8 vóin 8 N° 


4. a)Dšysógiim; Ы) Dãy số tăng; 
с) Рау số không tăng cũng không giảm ; 
d) Рау số giảm. 


ichan dưới уін, > 1; 


,2 


b) Бау số bị chặn vì 0 <и, 


n $75 


9-4 <и, <р. 


с)0<и,<1; 


83. 
i 
2 


с) Рау số không phải là cấp số cộng ; 


3,4--2; 


1. а)ш = мш 


З 
ащ = 2, 4=-= 
1 а 2 


2. а)ш -16,4--3 
b)m =3, d=2;uị = -17, d=2 
3. Đáp số được để trong ngoặc đơn của bång. 


ц а и, п 8 


n 
2 (3) 55 20 (530) 


(36) -4 (-20) 15 120 
3 4/27 7 (28) | (140) 
(-5) (2) 17 12 72 
-5 (-43) | (10) | -205 


А a) h, =0,5+0,18n ; b) hại -428 (m). 
5. 78. 
54. 


2. 94-59-23 өн =7, 
1 
3. а)-4-3:,1,3,9,27; 


1 
ЕЕ Ее Еи 
т 3 


b _ 200 _ 100 50 25 25 
809 Ж а з ы 
4. 1, 2,4, 8, 16, 32. 
5. Sau 5 năm: = 1,9 triệu người ; Sau 10 năm : 


= 2,1 triêu người. 


ғ 


. Biểu diễn а 


T. 
та,--- убіп>і. 
74-4 


Бо dó дау só (а,) là cáp só пһап vói cóng 
КИЕСІ 
bội =, 
4 
Ôn tập chương Ш 
1. Cấp số cộng là dãy số tăng nếu 4> 0 và 
giảm nếu d < 0 


Ге 


„ a) u, < 0 với mọi n ; 

b) Các só hang dan dáu. 
5. Dùng phương pháp quy nạp toán hoc. 
. а)2,3,5,9, 17. 
7. а) Рау số tăng, bị chặn dưới. 
b) Рау số bị chặn, không tăng cũng không 
giảm 
с) Рау số giảm và bị chặn vì 

0<и,< 1 


рг: 


т 


& а)и =8,0=-3; 


Ми-0,4-3:ш--12,4- 


9. а)ш = 6,4=2; 6) = 12,4=2; 
с)ш = 1,4= 2. 


10. А = 2230, В = 6730, С = 11290, 


2 


Р = 15730' 11. qı = 1 hoặc q2 =—. 12. 6 m“. 


Кү 


CHUONG IV 
81. 


1. au, = m8: 
eeneg: ле бео а к. 
10 


З 2 3 
3. a)2;b)—;c)5; d)—. 
а) 5 с) УЗ 


ЕРЕ Ч 
4m)” 3 11 
«20, аурат) у 18) Bồ, 
99 2 
8. a)2; b)0 
82. 
1 
1.a)—; b) ~5. 
2 


2. Hàm số y = Ах) không có giới hạn khi х —> 0. 
за) =4:B) 4ï C4) 2.6) 0; 9-2. 


4. а) +90; b) -о;с)-о. 
5. b) lim f(x) = 0, lim f(x) = -%, 
xo-ø х3 


lim f(x) = +0. 


. 
6. а) +; b) +0; с) ко; d) —1. 
df 
7. a) d = Фа) =— —: 
a) d = ж ТЕР; 
b) lim @(d)= +0, lim @(d) = -ә, 
аэј аэ 
lim ф4)= ƒ. 
do 


(x) liên tục tai х, 

s() không liên tục tại xụ = 2 ; b) 12. 

у= f(x) liên tục trên (=o ; —1) và 
(=1; +0). 

4. a) у= Дх) liên tục trên (—ø ; =3), (—3 ; 2) 
và trên (2; жо); b) у = g(x) liên tục trên 


các khoảng Chim: tr) với k е Z. 
2 2 
5. Ý kiến đúng. 
185 


6. b) HD. Xét hàm só f(x) = cosx- x trên 
R và hai 560,1. 
Ón tàp chuong IV 
2. limu,=2. 3. НОАМ. 
1 1 1 7. 
5. а)-іЬ-іс)-о;4)-ә;е)-;і)--. 
) 5 MS ) ) 5 ) 2 
É аў lm ZG) фе; Tần д(х) sảng 
х->0 x—>0 
lim ƒ(v)=-l; lim g(x)= о; 
кке хэне 
b) Hình 60a) là dó thị của у = g(x), Hình 
60b) là dô thị cùa y = До). 
7. у = gQ) liên tục trên R. 
8. HD Xét айз FO), Ға). fO) và FO) 


CHƯƠNG V 
81. 
1. a)/2)—/) =7: 
b) KO, 9)— 1) =-0.271. 


2. а)Ау-2Ах, Айы, 25 
Ах 


b) Ay = Ах(2х +Ах); TH: 
x 


с) Ay = 2Ах[3х” + 3хАх + (Ах)2]; 
Аў 
ЯУ 60 + 6x Ах + 2(Av)”; 
А 
Ах 


ТАЮ) Av GFA) 


4) Ау- 


1 

3.a) 3; b) TT 9) 2. 

4. HD. Chúng minh / gián doan tai x = 0. 
Tü dó suy ra f khóng có dao hàm tai 
điểm đó. 

5. а)у=3х+2; b) у= 12-16; 

с) y=3x+2và у= 30-2. 
6. а) у= 400-1); b) у=-(+2); 


== =, 
1 
7. а) 49,49 m/s ; 49,245 пуз; 49,005 m/s ; 
b) 49 m/s. 


c) у= -2 +Ivà y 
4 
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82. 
1. a)-1;b)10. 


2. а) 5х1 12v2+2;b)~2xŸ +x- 1 ; 


с) 253-202 + 5, 2 d) -63v5 + 1204. 
3. а) 3202 — 52 (74°— 10); 


—2(«? +1) 


b) Ax (32 — 1); e) ; 
«2-1; 


~2x—5 
24[2—5к—?_ 
зм. 2) 
Q 202-232) „_3 | 
4¿?-x?) ТЕТІ 
5.a) x< 0 hoặc x>2; b) I~ 42 <х<1 442. 
§3. 


4 а-ы) 


бесте E 
бӨх-227 (7-3): 
-20х2-3х-9 | -10х2-бх-9 
с) ; : 
(3-4)? x?(x-3)ˆ 


2. a)(C1;1)t2(;3); b)(Cø ; =3] C [I ; +0); 


ale БЫН), 


2 2 


3. a)5cosv+3sinx; b) — 2 


(sinx — соз x)? 


Ë М 
арсена) (5- J: 
x? зш? х 


1 xcosya? +1 


©)————.? Л 
cos? ху +2tan x зл 


4. а) 22033 -9 +1) +(612— 18х) (9-2%); 


3.9 1 
b) (Ж x- »+7|s-5] ; 


E Е pa  '.... А 
202 
а) жапы n 1 —sin—. S Ë : 
сов2х sin) y (+o l#x Уха-Чх)? 
1 
& =. -4x7~10x+15 
2 ӨЕ» ы-у 
о2-3х) 


т 3 
7. a)x=@+ — + Оп, (k € Z) với cosg=— 
: А _(/х+1)хвйх+ Ол + )созх 


Ге) 


к=л+Ё4л 2 
b keZ 
ыы Ge 2) ,_ -3(2x+l)sinx-6cosx 
з 3 уы 


(2х+1)° 
8. a) C0; 0) U(2;+0); b) Co ; 0) (1; +0). 


8+ 3 2tsint— t? cost—2 
о) y- — 


1 sin? г 
а) — d; 
2(+b)jx ДЕ 27 | 
(3зїп ф+ соз g)? 
b) Б + нао +4 [zF] ; 
Hx 120 2+sin? x 
2 ы Өе ашы ор 
2tanx Q? -sinx +2хсозх cos“ x(sinx +2) 
2. a) dv; b) ` 
cos? x q-x?? 1-24 соғх 
85. 


1. а)622080; 


b) ғ|-Е|--ө; f"0)=0; 
› 7-3) ƒ'®)= 


b)y=-5x-3; 
c)y=-2v+3=0,y=2v-5. 
8. а) Әп/з; Ь)12ш/з?; 


; d) у" =—2соз 2x. с) 1252; d) -12m/s. 


А 9. 
Оп tập chương V 
1. а)у=лх'-х+1; 
`... 
) y = xi ve ĐC Ôn tập cuối năm 
3,2-7 m3 1 
с) у= š l.b) y= Зх + — та 
42 + з 2 
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65 15. HD. Xét hàm số f(x)= xf —3х%+х—1 và 


2 ay Sa: 
Hộ hai số -1 ; 0. 
-70сов2х j i 
5) y BS 16. a) Ë ; —arcsin— + nT; 
“+km; +&т|,Кє Z Ж... йал өкінішке ГУ; 
с) E07 О ИКЕ ` 2721 3 niên ân > 
т\л кл ыы Қ рл, ka e Z 
3. а) ЕЛДЕ Zeron m kez): 11131121 120. 
4 2 3 
nấy 
Ш với Е та. 
b) Ë Os rez} VỚI соз = cos23x 


ыы; B) ЕСЕНЕЛ БЕСІ БЕТІН 
5 4 
М2 +19 


с) (ол 12n, мед. а) р о 
2 > o) xsinx; 9)———. 
с) Уб nghiêm. (cosx+ xsinx) 
4. a) A2, = 1560 ; b) 40C, E E 6 ж EE 


;b) y 
(+) sP. (1-а) 


с) y"==d2sinax ; d) у" = 2cos2x. 


3 3 

С ы Са 
5. 210. 6. а) —Є;Ь)1-—. 

Cio 1 


Dish eide 
2 2 
20.a) y=4x+1; 
х-Ел 
ді баз тау ауы Л 
2 2 2 b) |x= шсзшт+п2т (m,n,k€ Z) ; 


11. a) 0. 
кы 
14. a) 4; b) m ўар ёз х= T- акзіп= + т2л 


1 с) 5. 
өза ¡ 8) ass 
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BẢNG TRA CỨU THUẬT NGỮ 


бс lập 
Cấp số công 
Cấp số nhân 
Chỉnh hợp 
Công bôi 

Công sai 

Công thức cộng xác suất 

Công thức nhân xác suất 

Công thức nhị thức Niu-tơn 
Cường độ tức thời của dòng điện 
Dãy số 

Dãy số bị chặ 

Dãy số có 


hạn hữu han 


Đạo hàm cấp hai 

Đạo hàm cấp n 

Đạo hàm của hàm hợp 

Đạo hàm một bên 

Đạo hàm tại một điểm. 

Đạo hàm trên một đoạn 

Đạo hàm trên một khoảng 
Đường hình sin 

Gia tốc tức thời của chuyển động 


Gi йа hai bi 


hạn hữu hạn của dã 
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Наш số gián doan 


ng giác 
Hàm số tuần hoàn 
не thức truy hỏi 
Hình học Eractal 


Hoán vị 
Hợp của hai biến cố 

Kết quả thuận lợi cho biến cố 
Không gian mẫu 

Phép thử 

Phép thử ngẫu nhiên 

Phương pháp quy nạp toán học 


g ph. 
Phuong trinh 


y 8 (trong tó hop 
Quy tác nhàn (trong tó hop) 


Số hạng tổng quát của dãy số 
Tam giác Pa-xcan 

Tần suất 

пер điểm 

Tiếp tuyến 

Tổng của cấp số nhân lùi уб hạn 
Tổ hợp 

Хап tốc tức thời của chuyển động 
Vi phân 

Xác suất của biến cố 

Ý nghĩa hình học của đạo hàm 


Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 


THUẬT меб TRANG 

Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm 123 

Giới hạn hữu hạn của hàm số tại vô cực 127 

Giới hạn lim === 163 
x>0 x 
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Trang 
Chương І. НАМ SÓ LƯỢNG GIÁC УА 
PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 
$1. Hàm số lượng giác 4 
52. Phương trình lượng giác cơ bản 18 
53. Một số phương trình lượng giác thường gặp 29 
Ôn tập chương | 40 
Chương II. TỔ HỢP - XÁC SUẤT 
81. Quy tắc đếm 43 
82. Hoán vị - Chỉnh hợp - Tổ hợp 46 
$3. Nhị thúc Niu-tơn 55 
54. Phép thủ và biến сб 59 
$5. Xác suất của biến cố 65 
Оп tập chương II 76 
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§2. Quy tắc tính đạo hàm 57 
53. Đạo hàm của hàm số lượng giác 63 
$4. Vi phân 70 
$5. Đạo hàm cấp hai 72 
Ôn tập chương V 76 
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SÁCH GIÁO KHOA LỚP 11 - NÂNG GAO 
Ban Khoa học Tự nhiên : = TOÁN HỌC (ĐẠI SỐ VÀ GIẢI TÍCH 11, HINH HỌC 11) 
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TIẾNG NGA 11, TIẾNG TRUNG QUỐC 11) 
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